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الحلفات , الحلفبات والح الخطى 


كتاب في الجبر يصف بنية الزمر الإبدالية والأشكال القانونية 
للمصفوفات من خلال دراسة الحلقات والحلقيات 


تأليف 
جامعة مانشستر Asal‏ 
يوسف عبد الله E‏ أحمد حميد شراري 
قسم الرياضيات» كلية العلوم 


النشرالعلمي والمطابع - جامعة الملك سعود 


ص . ب 5889467 الرياض ١١077‏ - المملكة العربية السعودية 





(834343) DIET جامعة املك سعود‎ (C) (C) 


: هذه ترجمة عربية مصرح بها لكتاب‎ 
Rings, Modules and Linear Algebra 
By: B. Hartley and T.O. Hawkes 
Published by: Chapman & Hall, The University Press, Cambridge, First Edition, 1970 
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الحلقيات والحبر الخطى "-الخلقات‎ .تاقلحلا-١‎ 
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کک کی السعسي #سعنيا cedi‏ الا 
بالجامعة» وقد وافق على نشره بعد اطلاعه على تقارير المحكمين 

فى اجتماعه الثالث والعشرين للعام الدراسي -YEVV/MEYO‏ 
المعقود في go STANN قفاوملاه١ 5177/١/١7"‏ 






ظ النشر العلمي والمطابع ٠1547١ه/999١م‏ 





مقدمة المترجمين 


لعل من أسس العمل الأكاديمي الرجوع إلى المصادر الرئيسة في الاختصاصات 
المختلفة والترجمة أحد مصادر الاتصال الحضارى بين eY‏ وتداخل حضاراتها. 

لا شك أن الأساتذة الزملاء والدارسين» يستشعرون النقص الذي تعانيه المكتبة 
dy pall‏ في حقول الرياقبيات الختلفة ؛ سواء من OST‏ المؤلفة أو Mae Al‏ وترجو 
أن يكون في تجربتنا المتواضعة هذه بعض ما يفيد في إثراء المكتبة العربية في حقل 
الرياضيات . | ۰ 

لعل قيامنا بتدريس الجحبر الخطي ونظريتي الزمر والحلقات» قد Jj,‏ لدينا الرغبة 
بضرورة أن يتوافر للدارس العربي» ما يمكن أن يعينه في فهم هذه الموضوعات الجوهرية 
فى الریاضیات. کما كان Whail‏ ادة الكتاب من خلال تدريستاء Pi‏ لتقذيه إلى 
Ste lil doy AS LAS pl "T‏ عقدمة Gui gli‏ الآسياب Sig M‏ دعتال doe‏ 
NEXT‏ 

أيها القارئ الكري » إن إحدى المصاعب في الترجمة إلى اللغة العربية هي 
اختلاف المصطلحات من بلد عربى إلى آخر» وللتوحيد - قدر الإمكان فى هذا المجال 
- كان مرجعنا ما اتفق عليه مكتب تنسيق التعريب في الرباط التابع للمنظمة العربية 
للثقافة والتربية والعلوم» ومعجم الرياضيات الذي أصدرته» مشكورة» مؤسسة 
الكويت للتقدم العلمي . 


3 الحلقات › والحلقيات tly‏ الخطي 


aga Manly Sie SSA Sie soll. ul,‏ على دة 
قسيةتعريب التعايع oral‏ ومواققته على تشر la ASN‏ شخص بالشكر والعرفان 
جامعة الملك سعود على تشجيعها وتبنيها نشر هذا الكتاب راجين من الله العلى القدير 
أن ay‏ بهذا الطيوع ويحسن القضد والعاقية وآخر Ul es‏ آن الحمد للهروب AW‏ 
وفي الختام نستميح القارئ cde‏ إذا صادف بعض الهفوات والأخطاء الطباعية 

التى لا تخفى عليه . 


اعتمد هذا الكتاب على مجموعة محاضرات أعطيت لطلبة البكالوريوس في 
cU JI‏ فى بداية المستوئ الثاني فى جامعة وارك (Warwick)‏ فى بريطانيا . لقد 
ANTRO REC SCR RELATES NR‏ 
وبعض البنى الأساسية التي أصبحت الآن مألوفة لمعظم الطلاب عند انتهاء حياتهم 
المدرسية. ومقررا في الجبر الخطى. لذلك نفترض أن للطالب خلفية جيدة عن لغة 
المجموعات. العمليات » التطبيقات وكذلك معرفة لا بأس بها بالفضاءات المتجهة. 
التحويلات الخطية والمصفوفات . 

لقد حاولنا خدمة جمهور واسع من طلاب الرياضيات فى المرحلة الجامعية من 
خلال إعداد OLS‏ مقروء. متع » ويعطي في الوقت نفسه oo y‏ دفيقًا عن كيفية تقد 
فكرة جبرية أساسية معينة وتطويرها واستخدامها في حل بعض المسائل الجبرية الملموسة 
ومن بينها ما يلى : 
(آ) كيف يتم تصنيف الزمر الإبدالية الو لدة نهائًا؟ 
(ب) كيف نختار أساممًا لفضاء متجه مولّد Gg‏ بحيث تكون مصفوفة تحويل خطي 
معين من الفضاء المتجه إلى نفسه» بالنسبة إلى الأساس المختار» ذات شكل مناسب 


و coul‏ الحلقيات والجبر الخطي 


إن مفهوم الحلقية على حلقة» أساسي وهو فكرة لها أهمية مركزية في الجبر 
الحديث. وتجمع تحت نفس السقف كثيرا من e‏ الأفكار المألوفة التي تبدو عند النظرة 
الأولى وكأنها غير مرتبطة . عندما نختار نوع الحلقة المستخدمة» ونضع بعض القيود 
عليهاء يكن تطوير بنية كاملة لحلقيات مأخوذة على هذه الحلقة . سندعم النظرية 
العامة ببعض الحالات الخاصة التي يكن التوسع في دراستها حتى تستخدم في 
التطبيقات . 

شمل الكتاب ثلاثة أجزاء . يختص الجحزء الأول بتعريف المفاهيم والمصطلحات 
وتجميع الأفكار الأساسية» وتطوير نظرية التحليل إلى عوامل في حلقة تامة رئيسة 
سنحتاج إليها لاحقا . ويتعامل الجزء الثاني مع مبرهنات التفريق الأساسية التي تصف 
بنية الحلقيات المولدة نهائيًا على حلقة تامة رئيسة . ويغطى الحزء الثالث - ويمكن 
اعتباره أهم الأجزاء - تطبيقات لهذه المبرهنات . E E ET AE ER‏ 
تحت سقف تغيير pl‏ التحويلات الخطية من فضاء متجه إلى نفسه . ويتضح أن 
هذه المسألة مكافثة لإيجاد الأشكال القانونية للمصفوفات تحت les) SG‏ وبصفة 
خاصة شكل جوردان القانونى . هذه مسألة ذات أهمية كبيرة» وبالإضافة إلى ذلك 
فهي تستخدم بشكل متكرر في كثير من الموضوعات الرياضية من المعادلات التفاضلية 
إلى الهندسة الإسقاطية . تزودنا لغة نظرية الحلقيات بمفهوم بسيط ورائع لشكل جوردان 
القانوني, وتزداد أهمية هذه اللغة في الرياضيات ؛ لذلك يجب تقديمها في مرحلة 
مبكرة خاصة أنها تمثل فى صيغتها البدائية نظرية الفضاءات المتجهة على حلقة عامة 
بدلا من حقل » ولذلك فإن مكانها الطبيعي يكون في «مقرر OU‏ في الحبر الخنطي» . إن 
الجزئين الثاني والثالث يؤديان دورين مكملين لبعضهما؛ e‏ تظهر النظرية العامة 
وحدة المفاهيم في الجزء الثاني وبساطة التطبيقات في الجزء ء الثالث» كما نلاحظ فى 
الوقت نفسه أن التطبيقات فى الجزء الثالث تزودنا بمبرر قوي للنظرية العامة وأساس 
راسخ وملموس لها. للحصول على معلومات إضافية عن تنظيم الكتاب يمكن للقارئ 
أن يرجع إلى مخطط انسياب الكتاب . 


تنظيم الموضوعات 


يرمز المسار المستمر إلى الطريق الرئيسي خلال الكتاب. ويرمز المسار المنقط 
إلى طريق بديل لا يستمر إلى الموضوعين المذكورين أسفل المخطط . 


أساسيات اللقات 
الفضرل ١ء‏ ١ء Y‏ 


أساميات اققات | ا 
| حلفة إلليدبة ل حلفة تامة رليسة = de‏ تحليل وحيد 
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مبرهنات حول بنى الخلقيات على حلقة — 
LU‏ رئيسة - باستخدام طرق لا تشد 
المصفرفات . الفصل & 


Wi حول بی الحلقيات على‎ oe 
. رئيسة - باستخدام طرق المصفرفات‎ 
۸ الفصلان ۷ء‎ 
















| الأشكال القانرنية للتحربلات Lied‏ وللمصفرفات 
الفصل ١١‏ 


تصنيف الزمر الإبدالية المولدة QW‏ 
الفصل ١٠١‏ النرد ۴-١‏ 


مولدات الزمر الإبدالية المولدة y Gu‏ رعلاقاتها 
Jail‏ د هذا é‏ 


حيساب SISSY!‏ القانونية 
الفمل ؟ ١‏ 


iS‏ الحلقات» الحلقيات والجبر الخطي 


(6 WU ملاحظات‎ 

Y‏ - رقّمت التعاريف. والمأخوذات. coke ply‏ . . الخ» تعاقبيًا بأرقام 
من الشكل (م - ن) حيث يرمز م لرقم الفصل و ن للموضع ضمن الفصل . 

Y‏ - رقمت المعادلات التي تدعو الحاجة للرجوع إليها برقم CO)‏ على الجهة 
اليمنى للصفحة» ويبدأ الترقيم بالفصل . 

. ديل كل فصل بتمارين» وتدل علامة النجمة على التمارين الأصعب‎ - Y 
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الجزء الأول : الحلقات والحلقيات 
الفصل الأول: الحلقات - تعاريف وأمثلة 
SR Em RE‏ — — — 
Y‏ - بعض الأمثلة على الحلقات . 
Y‏ - بعض الأنواع الخاصة من الحلقات ....... 
الفصل الثاني: cUm!‏ الجزئية » التشاكلات CUE,‏ 
١‏ - الخلقات الحزئية 


—m rw ZR S LES =T 


1 - بعض pl‏ الخلقات الحزثية والمثاليات . 
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La‏ الثالث: بناء حلقات جديدة 


[RURSUM Up يك‎ | pow: المجموع‎ — 1 
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J‏ نوات براك bly‏ قطي 


الفصل الرابع : التحليل في الحلقات التامة 
١‏ — الحلقات التامة. . 


¥ — القواسم› pole‏ الو حدة. PITE‏ 


f 1‏ # م 


Y‏ - حلقات التحليل الوحيد 

£ - الحلقات الثامة الرئيسة والحلقات الأقليدية .. 

...... تفاصيل أكثر عن الحلقات الإقليدية‎ - o 
الفصل الخامس: الحلقهيات‎ 

.... على حلقة‎ dt) تعر يف‎ - ١ 


—À الحزتية.‎ olds qe. 
AEN Ne eee ct القسمة‎ Lily التشاكلات و‎ —€— is 


- المجموع المباشر للحلقيات‎ - í 
الفصل السادس: بعض أنواع الحلقيات الخاصة‎ 
تفاصيل أكثر عن الحلقيات المولدة نهائياً‎ - ١ 
المت[‎ cL AL» - Y 
yet LLL - ۳ 
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الجزء الغاني: التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


الفصل السابع: الحلقيات الجزئية من الحلقيات TP‏ 
RA pane dix — |‏ ع ات TEES‏ 


sib all; الأساسات » التشاكلات الداخلية‎ - «t Ll - Y 
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٤‏ - العمليات الصفية الإبتداثية والعمليات العمودية الإبتدائية 


ه - برهان )٠٠١-۷(‏ فى حالة الحلقات الإقليدية 
JUL) - 5‏ العامة ... 


۷ - العوامل اللامتغيرة. 
-ÀA‏ الخلاصة ومثال محلول 


Y 
345 
۷71 


AY 
TAT 


e 
Yo 
Yey 
Y 
Yo 


d b dd 
YYo 
YYA 
YYo 
Yee 
TE 


۲0۹ 
re) 
TE 


E HH B NH H 


" "7 8 BH NH 


C ADULT 

الفصل الثامن: مبرهنات التفريق 

الیش الوه 

E بي‎ SE meme meme E E eae ien Y 

UAL. TAE d CAMERAE UE REN E UC: الت ريدق ى الأولى لحلقية‎ Y 
الفصل التاسع: مبرهنات التفريق (مقاربة لا تعمد على المصفوفات)‎ 

1 سه و a ste dua e‏ .ب A‏ سس و 

i TAEK c lat Lai alu XT P 


الجزء الثالث : تطبيقات على الزمر والمصفوفات 
الفصل العاشر: الزمر الإبدالية المولدة نهائيا 
oli - y‏ قلي & سه 
Y‏ - تصنيف الزمر الإبدالية المولدة نهائيا 
Y‏ - الزمر الإبدالية المنتهية 
é‏ - المولدات والعللاقات oe m"‏ 
0 - جات ee WI‏ ات من اللات . 
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الفصل الحادي عشر: التحويلات Abe!‏ المصفوفات و الأشكال القانونية 


أ — المصفوفات والتحويلات الخطية .. 


- الفضاءات الحزئية اللامتغيرة I‏ 

ee a K[x] je ibs V —Y 

f‏ - المصفوفات الخاصة بالتحويلات الخطية الدورويهة 
فاه الا شكال EN‏ ية .سس 5 5 5 


s -q‏ الحدود الأصغرية وكثيرات الحدوة المميزة 
الفصل الثاني عشر: حساب الأشكال القانونية 

١‏ - الصياغة الحلقياتية. 
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- الشكل القانونى النسبى 
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E AS - &‏ القاثرثية ا اة 


المسر ا جسسع ل مص 5 ME‏ 
نبت المصطلحات 

(إمجليزي - عربي) — T‏ —" 
CIUS‏ الموضوعات . 


الجزء الأول 





Ln | د‎ mi لاتا‎ 


© الحلقات - تعاريف وأمثلة 

© الحلقات الحزئية» التشاكلات والمثاليات 
© بناء حلقات جديدة 

© التحليل - الحلقات التامة 


Qm) eyes) 


al alg تعاريق‎ = atik 


Las ai - ١‏ الحلقة 

ع عوسي بن ببسب ضيبي لأنها تدخل فى كثير من التخصصات 

الرياضية المهمة والمتنوعة وس سيتضح ذلك من الأمثلة التي سنقدمها . 
eS gh Linnell hie do gases i‏ عرق على SUS tb all‏ 
sd‏ أن الشروط التى تدخل فى تعريف الحلقة مستنبطة من بعض الصفات المهمة لمجموعة 
الأعداد الصحيحة التى ستظهر بشكل متكرر كمصدر للإلهام والأمثلة عن الحلقات . 
R aal‏ مثل الأعداد الصحيحة. مجموعة مع عمليتين ناشت يتين » تسميان dole‏ الجمع 
(addition)‏ (ويرمز له بالرمز +( والضرب (multiplication)‏ (ويرمز له OL‏ تكتب 
العناصر جنب بعضها) . تشكل R‏ حلقة إذا كانت زمرة إبدالية بالنسبة لعملية الجمع. 
وشبه زمرة بالنسبة لعملية الضرب . ومحقق العمليتان قوانين التوزيع التي تربط بينهما . 
لک $51 oT S55 25s‏ العملية UE‏ مجميعة ji Geko Lu S‏ 
5 ج 5 ×3 : حيث تمثل 3 ×3 الحداء الديكارتى ل 5 فى نفسها ؛ أي أن 5 $x‏ هى 
مجموعة كل الأزواح المرتبة (a, b)‏ حيث Kien Ld, b € S‏ عادة صورة الزوج 
المرتب (a, b)‏ تحت تأثير للا بالشكل b‏ ۾ حيث * الرمز المناسب للعملية الثنائية . يلااحظ 
أن الترتيب مهم ؛ حيث إنه قد يكون 7 * ba Sa‏ عنصرين مختلفين في T S‏ 
حالة كون e 5 \Naxb=bea‏ 4,5 فإن kild‏ تسمى إبدالية (commutative)‏ . 
بنفس ‘a In‏ يسمى غالبا sl‏ تطبيق من S‏ إلى نفسها عملية أحادية (unary operation)‏ . 


T 


É‏ الحلقات والحلقيات 


)1-1( تعاريف 
)1( شبهالزمرة (semigroup)‏ هي مجموعة غير خالية S‏ مع عملية ثنائية 
# تحقق خاصة التجميع» أي أن : 
a(b*c)=(a%b)*c‏ 


A Ades. 


(ب) الزمرة (group)‏ هي مجموعة غير خالية © مع عملية ثناثية # وأخرى 
أحادية × — x‏ وتحتوي ال مجموعة 6 pate ule‏ مختار © ببحيث : 
(i)‏ تشكل © شبه زمرة بالنسبة إلى + 
ake=exa=a (ii)‏ لكل 0 € a‏ 
aZ=ata=e (ili)‏ يون لكل aeG‏ 

يسمى العتضصر e‏ العنصر اغايد (identity element)‏ أو (neutral element)‏ 
للزمرة 607. ويسمى a‏ معكوس (inverse) a‏ يعتبر استخدام p‏ الضرب أو رمز الجمع 
للزمر ممارسة CASU‏ وعندئذ يستخدم d!‏ بدلا من 7 » ويكتب عادة 1 بدلا من © فى 
حالة استخدام رمز الضرب: بینما يستخدم 4- بدلا من ü‏ ويكتب 0 بدلا من © فی 
حالة استخدام رمز الجمع . ريستخدم عادة (وليس دائما) رمز الجمع في حالة كون 
العملية الثنائية المعرفة على الزمرة إبدالية . وتسمى الزمر الإبدالية عادة بالزمر 
tà Y‏ تشريفا للرياضى النرويجى المتميز -YA* Y) (N.H. Abel) | LÍ. o‏ 
VAYA‏ ) الذي درس صنفا من المعادلات الجبرية التي لها علاقة بالزمر الإبدالية . نتذكر 
من المعلومات الأولية عن الزمر أن العنصر المحايد وحيد وكذلك المعكوس . 


(ج) : (ring) WH!‏ هي مجموعة غير خالية #مع عمليتين ثنائيتين مربوطتين 
بقوانين التوزيع ؛ بحيث تشكل ۸ زمرة إبدالية بالنسبة للعملية الثنائية الأولى 
(كاصطلاح تسمى ا جمع» ويرمز لها بالرمز +) كما تشكل ۸ شبه زمرة بالنسبة 
للعملية الثنائية الأأخرى (تسمى الضرب » ويرم ز لها بأن تكتب العناص ر جوار بعضها) . 
تربط قوانين التوزيع من اليسار ومن اليمين هاتين العمليتين كما يلى : 





الحلقات - تعاريف وأمثلة Ó‏ 


a(b + c) = ab + ac 

(a + b)c = ac + bc 
. يجد القارئ أنه من الأنسب هنا أن يكتب شروط ا حلقة بالتفصيا‎ oa, b, c € R, لكل‎ 
من الواضح أن الأعداد الصحيحة (التي سبق أن رمز لها بالرمز 7) مع عمليتي‎ 
رود اا . يلاحظ - لسن الحظ - أن شروط‎ qM quels dis qubdi au 
إلى طريق مدو فى «نظرية الخلقات».‎ le Se سيت‎ Jt + لا تمر‎ FEIER 
estin ALLA الأعداد الصحيسة» ولكن يؤكذ فقط أن‎ del yo aal لآ بقلل من‎ Li 
له مجالات واسعة وأنها تتجلى فى مظاهر كثيرة» وتتضمن حالات مختلفة. لكى‎ 
e إلى أن‎ ped CML الأعذاد الصحيدة حالة غخاصة عن بين‎ dale أن‎ ae y 
إبدالي » وأنها مرتبة وقابلة للعد» ولها محايد ضربي ولها تحليل ذو ميزات جيدة.‎ 
ولم نشر إلى كل هذه الخواص في تعريف الحلقة . ستوضح الأمثلة التالية أن تعريف‎ 

da el هرد آل‎ de za ALE op SS باعنا على‎ ols aad 








—Y‏ بعض الأمثلة على الحلقات 

لكي نفهم نظرية رياضية عامة» من المهم أن نحربها على بعض الأمثلة الملموسة› 
وإن أمكن المألوفة» حيث لا تتضح أهمية النظرية على الأغلب إلا بعد معرفة تطبيقاتها 
على ae‏ االات الخاصة أو الأمئلة البسيطة. Cry ling‏ قبمةوسوة Atel‏ ست عة 
عن البنية الجبرية التي نقوم بدراستها. ما المقومات الأخرى لفهم برهان ما ؟ يلاحظ أن 
منطوق المبرهنة يحتوي على مجموعة من المعطيات يتبعها بعض النتائج » وأحد الأنشطة 
الفعالة للطالب هو أن يخوض فى تفاصيل البرهان» ويعين بدقة cpl‏ استخدمت كل 
فرضيةء ثم يسأل هل 3 تبقى المبرهنة صحيحة تحت شروط آقل € وقد يتطلب ذلك منه 
إعطاء أمثلة مناقضة لإثبات أن المبرهنة لن : تق صحبيحة تحت فرضبات أضعف. Kay‏ 
فإن وجود قائمة من الأمثلة الذهنية مفيد مرة أخرى . لذلك نؤكد أهمية الأمثلة فى هذا 
الكتاب . سنبدأ بإعطاء قائمة قصيرة من أمثلة الحلقات التي سنرجع إليها بشكل متكرر . 
سنتعلم في البابين القادمين طرقا عامة في بناء حلقات جديدة من حلقات معطاة . 


1 ا لحلقات والمحلشات 


مغال حلقة )3( 
إذا كان 7 Ol «n e‏ المجموعة الحزئية 
NF‏ يقسم 4 L:‏ ع nh = {a‏ 
من مجموعة الأعداد الصحيحةء مغلقة تحت تأثير الجمع و الضرب. من الواضح 
أنها تحقق شروط الحلقة» وبالتالى فهى نفسها حلقة . 


(Y) حلقة‎ Je 

نفرض أن n‏ عدد صحيح موجب ثابت ولنعرف على #علاقة التكافؤ - كما يلي : 

N إذاء وفقط إذا كان 6 - »© يقبل القسمة على‎ © b 

يرمز لفصل التكافؤ الذي يحوي ۾ ب [ه] . يكن إثبات أن ]71[ ,...,[1] ,[0] هي كل 
فصول تكافؤ العلاقة -. cl‏ أنه لا يوجد تكافؤ بين عنصرين مختلفين من المجموعة 
n-1)‏ ,... ,1 ,0{ كل ote‏ صحيح يكافئ أحد sacello ple‏ وة سف J vad‏ 
التكافؤ المذكورة انفا بفصول التطابق قياس (congruence classes modulo n) n‏ أو 
فصول الرواسب قياس «(residue classes modulo n) n‏ ويرمز لمجموعة فصول 
التطابق قياس p Jun‏ ,. سيتضح أنه لو عرفنا جمع فصول التطابق وضريها 
اعتمادا على cl) YE‏ أن [a] + [b] = [a + b]‏ و ob «Qa][b] = [ab]‏ هاتين 
العمليتين OU SS‏ معرفتين جيدا وتحولان المجموعة 2 إلى حلقة» وهذه الحلقة بها 
عدد منته من العناصر هو ۸ . سنثيت ذلك بالتفصيل فى الفصل الثانى فى e LR‏ المخاص 
نخلقات القسمة. قد يرغب القارئ فى التعرف أكثر على هذه الحلقات بكتابة جدولى 
جمع وضرب عناصر ا مثلاء ويقنع نفسه بتحقيقها شروط الحلقة . نلاحظ مثلا في 
ols [3] + [5] © ]8[( = [2] olZ,‏ [3] = ([15] =( [5] 31[. 


(Y) حلقة‎ (Jia 
a, b e لكل‎ ab = 0 حلقة بتعريف‎ A نستطيع أن نجعل أي زمرة إبدالية‎ 
. سنترك التاكد من کون 4 نحقق شروط الحلقة كتمرين‎ .4 





الحلقات - تعاريف وأمغلة Y‏ 


(1) حلقة‎ Us 
الجسع العااي‎ nai . تشكل حلقة بالنسبة إلى‎ C LS مجموعة الأعداد الم‎ 
بل وأكثر من‎ > ug والضرب العادي. وفي الحقيقة إنها حلقة إبدالية (الضرب‎ 
ذلك يوجد لها محايد ضربي» كما يكن القسمة على عناصر غير صفرية . يكن التحقق‎ 
على الترهيب إلى‎ ol ترم‎ alils C من‎ Q s Roni طني الم‎ panel OS سهولةم:‎ 
عمليتي الجمع العادى‎ wid wile عقون‎ ASI الحقيقية والأعداد‎ alae NI 

والضرب العادى . 


مثال حلقة )6( 
لنعتبر المجموعة الحزثية التالية من © : 
J={atib:a,be 1}‏ 
يكن يسهولة col]‏ أن عمليات ach‏ والضرب والطرج العادية عمليات مغلا 
فى ل ويتبع ذلك مباشرة أن J‏ نحقق شروط الحلقة. تسمى J‏ حلقة اعداد جاوس 


. (ring of Gaussian integers) 


مغال حلقة )^( 

لجموعة معطاة «X‏ نفرض أن P(X)‏ مجموعة كل المجموعات الجزئية من X‏ 
(مشتملة على × نفسها وعلى المجموعة الخالية (Ø‏ . تسمى P(X)‏ مجموعة القوة 
(power set)‏ للمجموعة X‏ . إذا كانت X‏ منتهية n Ul s‏ من العناصرء فإن P(X)‏ لها 
^2 من العناصر» لأنه عند تكوين مجموعة جزئية من OB X‏ أي عنصر من X‏ يعطي 
إمكانيتين على حسب وجود العنصر في المجموعة الجزئية أو وجوده خارجها. وعليه 
OU‏ العددة الكل للجم عات اللوفية هر *2. سن املس Lathe s ail le le gs‏ أن 
peak ML i, das‏ عة «A, B € P(X) JS xU x, LIL a‏ يعرف : 

A + B = (A U BXA n B) t «امحاد منقصل‎ 

AB-AnB 

uei ولا‎ C إلى‎ god تمري العناصر التي‎ Mae yond إلى‎ ©3180 jap tu 
۰ : ذلك‎ Js يحققان شر وط الخلقة..‎ Olé ll هذان‎ .D 


Lal, الحلقات‎ ۸ 


A + û = (A U ONAN Q) = AQ = A = 0 + A 
لذلك فإن 4 المحايد الجمعى أو الصفر . أيضا‎ 
A*A- (AU ANAC A) - AM قاب‎ 
سنترك التأكد من تحقق باقى‎ . -4 = A هو معكوس نفسه الجمعي» أي أن‎ A OB لذلك‎ 
شروط الحلقة كتمرين. بعض هذه الشروط واضح وبعضها يحتاج إلى تفكير بسيط‎ 
: (Venn diagrams) ولكنها تبدو للعيان أكثر وضوحا باستخدام أشكال فر‎ 





A+B AB 


لاحظ أنه عندما يكون pall‏ ب إبداليا كما في هذه ا حالة فإن أحد قانوني التوزيع يؤدي 
إلى الآخرء لذلك يكتفى بالتأكد من أحدهما. 


مثال حلقة (V)‏ 

نفرض أن M (K)‏ مجموعة كل المصفوفات المربعة من النوع على على الحقل K‏ 
يستطيع القارئ آن يتصور أن × هو حقل الأعداد د الحقيقية إذا رغب . 

8 - و (زرة)‎ A- (aj) إذا كان‎ M (K) 3 عمليتي الجمع والضرب‎ Sic 
فإن‎ (M Op عنصرين‎ 


A* B = [a;; * bij) 
AB - (c; 
aj= Y. Mik bk j — 


MIO Le‏ 5 عوسيب العمليتين. وترتبط هذه الحلقة بشكل 


الحلقات - تعاريف وأمثلة 4 


التحويلات الخطية لفضاء متجه على K‏ ذى بعد «B‏ وسندرس هذه العلاقة بتفصيل 
أكثر لاحقا. إذا كان 1 OB cn‏ هذه الحلقة غير إبدالية وبهذا فهى تختلف عن الأمثلة 
السابقة . يستطيع القارئ أن يلاحظ ذلك باعتبار المصفوفتين : 


o defo 5 


أو قضفوفات أخرى شبيهة لهما. 


مثال حلقة (A)‏ 
لكل مجموعة X‏ (حتى ولو كانت خالية وتستطيع استبعادها إذا رأيت ذلك) 
تشكل مجموعة كل التطبيقات ۸ — : f‏ حلقة بالنسبة للعمليين wll‏ فين هكز) : 
(f 8) (x) = f(x) + g(x)‏ 
(fg) œ) = f(x) g(x)‏ 
يسمى هذا UL l‏ التعريف النقطي (pointwise definition)‏ للجمع والضرب» وهو 
يستخدم بنية اخلقة R‏ فى إعطاء بنية الحلقة لمجموعة التطبيقات. سنترك للقارئ 
التفاصيل (والتعميم ؟). إذا كانت X‏ هى Ob R‏ حلقات أخرى يكن الحصول عليها 
oup‏ الكينية + فعلى سبيل المثال» تشكل مجموغة الدوال المستمرة من 8 إلى 8 
ومجموعة الدوال القابلة للتفاضل من ۸ إلى 8 . . . الخ كلها حلقات بالنسبة للعمليتي: 
النقطيتين المشار إليهما سابقا . 





مثال حلقة )4( 


ee pels deel 


نلاحظ أنه يمكن إساءة استخدام الرموز باستعمال رمز واحد للإشارة إلى 
المحايدة من النوع 2 (C, e 2X‏ بالرغم من أنه يكن استخدام طابعتين للتمييز بينهما. 


هذه الممارسة غير المناسبة ضرورية دائما فى الرياضيات إذا أريد تجنب الانغماس فى 

فوضى الرموز» ولكن من الضروري أن يلاحظ ذلك عندما يحدث . | 
نفرض Vol‏ هي مجموعة كل العناصر من MC)‏ التى على الصيغة : 

x=al+bi+cjt+dk (1) 

حيث b, c, d € R‏ ,© . وعليه فالصيغة العامة لعنصر من ۷ هي : 


| a*bi ct+di 
le a 

a, b, c, d € R e‏ فك Geol‏ مباشرة ol‏ ضرب امصفوفات i, j; K‏ وايكوة 
حسب ما يلى : 
lL-py-k--1., ij--ji-k (2)‏ 
ومعادلتين مشابهتين ji = KJ‏ - ؤة نحصل عليهما d jck Sub‏ دورويا. 

E ped rry pan أن اليف آنا‎ lali i elis Se 
عمليتى‎ op كذلك. لذلك‎ xol x © ۷ إذا كان‎ ails ينتميان لهاء‎ V عنصرين من‎ 
تتحقق‎ WL شروط‎ op تعينان عمليتين مناظرتين على ۷. وبذلك‎ M. (C) الحلقة‎ 
وسنقدم مفهوم الحلقة‎ MCC) من‎ (subring) حلقة جزئية‎ Vols وبالتالى‎ iV على‎ 
. (ring of quaternions) حلقة المرباعيات‎ V الحزئية بدقة لاحقا. تسمى‎ 

إذا كانت x‏ كما فى )0 فإننا نعرف x‏ نعرف كما يلى : 

| x = al - bi — cj - dk 

تسمى X‏ المرباع المرافق X J (conjugate)‏ . يستطيع القارئ› بحساب (XX‏ 
باستخدام العلاقات في (2). أن يتحقق من أن كل مصفوفة غير صفرية في V‏ تكون 
غير شاذة ومعكوسها في ۷ . فى الحقيقة إذا كانت × Y‏ تساوي صفراء OB‏ : 

x! = AX 

حيث ۸ هو العدد الحقيقى Ta^ kb ec ed"),‏ . لذلك op‏ القسمة على عناصر غير 
صفرية ممكنة دائما في ۷. ومن ناحية أخرى فإن الضرب فى ۷ غير clu]‏ كما 
يلاحظ ذلك فى الملاقات (. لذلك يكن أن يقال بشكل عام» إن dale‏ المرباعيات 
هي أسوأ بدرجة ما من حلقة الأعداد المركبة . ويلاحظ أن V‏ تحوي عدة مجموعات 


جزئية تشابه C‏ مثل {al + bi)‏ و {al + bj)‏ . . . الخ . ستسمح لنا فكرة التماثل لاحقا 
ob‏ نکون أكثر A‏ 


مثال حلقة )3( 

نفرض أن 4 زمرة جمعية إبدالية إختيارية . نقول عن تشاكل (homomorphism)‏ 
من JIA‏ نفسها GL‏ تشاكل داخلي sl . (endomorphism)‏ أن a: AOA‏ تطبيق 
يحقق الشر ط(ط)» + ala+b) = ala)‏ . يكن أن تعطى مجموعة كل التشاكلات 
الداخلية End A‏ للزمرة 4 بنية الحلقة بطريقة طبيعية بتعريف الجمع والضرب كما يلي : 

(a + B)(a) = a(a) + (a) 
(a) (a) = ofXa)) 

لكل A‏ ع a‏ ولكل B € End A‏ ,0 . لذلك فإن تعريف الجمع هو نقطي »AJI 5 e‏ — 
هو تركيب تطبيقات . يجب على القارئ أن يقنع نفسه أن ذلك يجعل EndA‏ حلقة . 
نشير إلى أن الخطوة الأولى لمعرفة أن حواصل جمع التشاكلات الداخلية وضربها تمثل 
تشاكالات داخلية هى التأكد من أن التعاريف السابقة تعطى colle‏ ثناثية على 
4 . و ol k=‏ 5,5 4 زمرة إبدالية » هو الذي شس ذلك ينما لايك 8 4115 


بعض «اللاأمثلة» 


قد يكون yf‏ مفيدا أن يدرس لاذا لا تحقق بعض الحالات المرشحة لتكوين 

حلقة شروط الحلقة؟ نترك للقارئ أن يعرف BU‏ لا تحقق المجموعات التالية (مع 

عمليات ثنائية واضحة) شروط الخلقة . 

(1) مبجموعة الأعذاد الصيححة Lm gli‏ 

(ب) مجموعة الأعداد النسبية التى لا يقبل مقامها القسمة على 4 . 

)>( الجر R$ li‏ عن My MO‏ تحوى المصفوفات التى تكون عناصر قطرها 
أصفارا . | ۰ 

(د) مجموعة القوة P(X)‏ لمجموعة غير خالية CX‏ حيث يعاد تعريف الجمع كما 
igh‏ 


١ Y‏ الحلقات والحلقات 


A+B=AUB 
. أما الضرب فنفس تعريفه سابقا‎ 
C على‎ ) < n) mx n (ه) مجموعة المصفوفات من النوع‎ 
(cross product) البعد 3 مع استخدام الجداء التصالبي‎ old مجموعة المتجهات‎ (5) 


Y‏ — بعض الأنواع الخاصة من الحلقات 
لقد سبق أن لاحظنا من قائمة الأمثلة » أن الحلقات التى تصادفنا فى حياتنا 
الواقعية Lb We‏ تحقق شروطا أخرى بالإضافة إلى شروظ الحلقة . لهذا السبب SE‏ 
من المفيد أن نميز هذه الأنواع الخاصة والمهمة من الحلقات ونعطيها أسماء» ولكن قبل 
ذلك سنحصل على بعض النتائج الأولية المستخلصة من تعريف ال حلقة والتي غالبا ما 
نحتاج إليها . 


(۲-۹) مأخوذة 
إذا كانت ۸ حلقة » OB‏ 
i) r0=0r=0‏ 
(ii) (—r)s =r(—-s) =—-(rs)‏ 
(iii) (-r)(-s) = rs‏ 
لكل ESER‏ 


البرهان 

.٣)0 + 0) = 0 لا كان 0 هوالمحايد الجمعىء فإن 0 = 0 + 0 وبالتالى‎ (i) 
ee JU 0 = r0+ 0 لذلك‎ rO + 0 ۲0 باستخدام قانون التوزيع نحصل على‎ 
Or = 0 Jb 610 = 0 قانون الاختصار (الذي يصح في أية زمرة) نحصل على‎ 

(ii)‏ نلاحظ أن 0 = (-) + . وباستخدام (i)‏ وقانون التوزيع نحصل على 
(r + (-F))s = Os = 0Û‏ وبالتالى 0 - -(rs) OS . rs + ((7r)s)‏ هو المعكوس Pd‏ 


\ Y وأمثلة‎ wits had = الحلقات‎ 


للعنصر rs‏ فإن 0 = rst (-(rs))‏ حسب قانون الاختصار فى الزمر نحصل على (-r)s‏ 
(15)- > بالمثل نحصل على .r(78) = —(rs)‏ 
)111( باستخدام )11( بشكل متكرر نحصل على 
(—r) (^5) = -(7(-s)) = {-(75))‏ 
OVI‏ لكل ۸ te‏ يلاحظ أن +-هو الحل الوحيد للمعادلة 0 =× t+‏ . لذلك فإن 
المعادلة 0 = 2) + CD‏ تؤدي إلى tol‏ =( وهكذا rs Ob‏ = ((5)-)-. 


(T-t)‏ قانون التجميع العام 

من المهم أن نلاحظ أن عملية الضرب في الحلقة تسمح بضرب عنصرين فقط . 
وإذا أردنا أن نضرب ثلاثة عناصر a, b, c‏ على هذا الترتيب» cles‏ أن نعين كيفية 
إجراء الضرب بإدخال أقواس مثل albe)‏ والذي يعني أن نحسب نتيجة ضرب bc‏ 
أولا ثم نضرب النا ج ب © من الان : فى polis BW oye ye‏ توجد طريقتان 
لإجراء عملية الضرب وهما تناظران (ab)c‏ و albe)‏ . يخبرنا قانون التجميع Ob‏ هاتين 
الطريقتين تعطبانا نفس Faas‏ لذلك نستطيع أن نهمل Lae 9 « mm‏ — 
حاصل Wp abeo pall‏ - ضمنا - نضع apy‏ ن فى Le ONS‏ ولکن Maggie‏ 
wl de dare‏ ين توضع الأقواس . لذلك فإن الرمز alabe‏ معنى واحد فقط . لم يتضم 
نانون المي > كماتم توضيحه سايقء أي شىء حول حاصل الضرب ,4 ... a a,‏ 
ا کار من «al US‏ هيل pne id dio d, pui‏ وعد lal‏ رهما الات t‏ 
الخواب نعمء ويمكن استنتاجه من قانون التجميع العادى. لما كان القارئ لديه ple‏ 
خبرة؛ من خلفيته من الزمر» عن ذلك النوع من المناقشة فإننا سنترك تفاصيل إثبات 
١ Pup a‏ من الصعوبة إعطاء برهان مقنع تماما. وتكمن تلك الصعوبة في 
كيفية طرح السؤال بطريقة مناسبة» لكن يستطيع القارئ بسهولة تكوين فكرة عما 
pad yi pty das gh‏ أقواس في حاصل ضرب أربعة عناصر وحاصل ضرب 
خمسة e polis‏ وملاحظة كيفية تحول هذه الأقواس إلى أخرى بواسطة التطبيق المتكرر 
quema‏ للحصول على وصف دقيق Re «SU‏ كن الرجوع إلى صفحة \A‏ 

في المرجع ]1951 [Jacobson,‏ . ملاحظات مشابهة تطبق بالطبع : على الجمع أو على على 

أية عملية ثنائية تجميعية . 


Lal, الحلقات‎ ١ 


سنقدم OYI‏ بعض الأنواع الخاصة من الحلقات . 


(commutative rings)4Jl.u S! الحلقات‎ 


هى حلقات يكون الضرب فيهاإبدالياء sl‏ أن ab — ba‏ لأى عنصرين 
اختيارين b‏ ,4 من الحلقة . 


حلقات بمحايد ضربي (rings with a multiplicative identity)‏ 
وتسمى عادة حلقات بمحايد , وكما يوضح الإسم فالحلقة في هذا النوع من 
الحلقات تحوى عنصرا يرمز له بالرمز 1 » بحيث إن + = +1 = (Url‏ عنصر 1 في 
الحلقة . نلاحظ أن )0( تحوي عنصرا واحدا وهى حلقة بمحايد هو فى هذه الحلقة Leb‏ 
0 عض أن في pilil‏ يكون 1 وحيدا. EAE E NECS‏ 

محايد ضربي اخر OB ce‏ : 


[ = ام دم 


(integral domains) الحلقات العامة‎ 

يعرف قاسم | لصفم ialt (zero divisor)‏ إبدالية R‏ بأنه عنصر 7 من ۸ بحيث إل 
)1( )عدم 
(ii)‏ يوجد 0 5*2 في R‏ بحيث 0 = 5م 

والحلقة التامة هى حلقة إبدالية بمحايد يختلف عن الصفر وليس فيها فواسم 
للصفر . (في التعامل مع الحلقات غير الإبدالية نحتاج إلى أن مي بين القواسم اليسرى 
r‏ راقو اس ا val):‏ . سنركز فى هذا الكتاب على الحلقات الإ بدالية فقط » 
Cs‏ الخوض فى هذه الاعتبارات) . الحقيقة التالية مهمة فى الحلقات التامة . 


(4-9) مأخوذة 
إذا كانت R‏ حلقه ثامه وكال © عنصرا غير صفری فى ال وكان y‏ ,× ع ا 


الحلقات - تعاريف وأمثلة 10 


ax=ay=>x=y 


يسمى هدا ul‏ ن الاختصار AU‏ 2 


ola JI 
a لما كان‎ .a(x— y) = 0 فإنه من شروط الحلقة نحصل على‎ cax = ay إذا كان‎ 
x=y وبالتالى‎ x - ليس قاسما للصفر » فإن 0 = ر‎ 


ا لحقول (fields)‏ 
الحقل حلقة إبدالية تكون مجموعة Le pole‏ غير الصفرية زمرة بالنسبة لعملية 
T‏ لذلك اذا كان K ob « M4> K‏ يحتوى عنصرا 1 ۶ 0 بحيث إن ×= 12 لكل 
عنصر غير صفرى ×فى £ . لما كان 0 - 1.0 c(Y- Va3 lc)‏ فإن 1 هو المحايد 
الضربي» وبالإضافة إلى ذلك فإنه لكل pas‏ غير صفري © في K‏ يوجد عنصر ' 6 
فى K‏ بحيث إن 1 = aa!‏ يكن بسهولة إثبات أن الحقل لا يحوي قواسم للصفر› 
y‏ إذا كان © عنصرا غير صفرى فى K‏ وكان 0 = 4 فإل : 
x-1x-a ax-a' 0-20‏ 


وعليه لدينا العلاقات التالية بين الأنواع الأربعة من الحلقات التي سبق ذكرها : 


jada! Sila 
pM 


لكي يستطيع القارئ أن يلقي بعض الضوء على هذه التعاريف» فإنه يحتاج 
إلى القيام بالمهمتين التاليتين : الأولى أن يدرس إلى أي نوع تنتمى أمثلة الحلقات ١‏ - 
CY‏ والثانية إعطاء أمثلة توضح أنه لا يوجد اثنان من الفصول السابقة متساويان . 


تمارين على الفصل الاول 





uu‏ و لحلقيات 


(i)‏ مجموعة الدوال المستمرة 18 »f : R‏ حيث الجمع هو الجمع النقطي 
والضرب هو تركيب الدوال . 
(ii)‏ مجموعة الأعداد النسبية التى يعبر عنها بالصيغة calb‏ حيث ط و a‏ 
عددان (OU‏ وكذلك م لا يقسم ob‏ حيث م يرمز إلى عدد أولى 
ثابت ٠‏ والعمليتان هما العمليتان العاديتان . 
(iii)‏ مجموعة الأعداد الصحيحة وبحيث يكون الجمع والضرب معرفين 
عليها اعتمادا على العمليتين العاديتين كما يلي : 
n+m=n+m+ ]‏ 
nxm=n + m + nm‏ 
c5‏ ان =x‏ ”× لكل × في الحلقة PN‏ والتي اس أن Cossus‏ فى مسال 
حلقة CU‏ في أي من الحلقات ,7 يكون ذلك صحيحا € 
ليكن » و B‏ تشاكلين داخليين لزمرة © ليست بالضرورة إبدالية» وليكن ‏ +0 
معرفا كما يلى : 
(a + B) (x) = a(x) B(x)‏ 
لكل 6 © ×. تحت أي شروط at Bo So‏ تشاکلا داخليا ؟ أعط مثالا لتوضيح 
أن هذه الشروط لا تكون دائما محققة . 
إذا كانت ۸ حلقة تامة بحيث إن × = × لكل Rol SEX ER‏ بها عنصران 
فقط . 
إذا كانت R‏ حلقة بمحايد 61 فأثيت آنه FOU‏ 1 أو (40 = ۸. 
أثبت أن كل حلقة تامة بها عدد منته من العناصر تشكل حقلا. 
(إرشاد JA‏ أن pare a‏ غير صفري فى ۸ واعتبر التطبيق ax‏ — × من 
8 إلى ol LR‏ أنه تطبيق متباین ales‏ يكون غامرا ). 
نفرض SO!‏ مجموعة» وأن ۸ حلقة» وأن ؟ تقابل SOR‏ ولنعرف عمليتى 


الجمع والضرب على 5 كما يلى : 


RA 


\V الحلقات - تعاريف وأمثلة‎ 
ux ds di AAT — 
ss z F (f(s)* fs") 


e - =| " Jb adla 5 S أن‎ csl 
emunt حلقة‎ lat الصحيحة الموجبة‎ ale WI 


Gy ga 


SW IPRC IER EAT 


عندما نقابل le y‏ جديدا من البنى الرياضية » فإن أول ما نحاول دراسته كالعادة هو 
ol‏ الحزئية لها وكذلك «الاقترانات sl . (morphisms)‏ التطبيقات التى bile‏ على 


١‏ - الحلقات الحزئية 

(Y-Y)‏ تعريف 

الحلقة الحزئية (subring)‏ من حلقة AR‏ مجموعة جزئية S‏ من ۸ تشكل حلقة 
jes‏ نفس Rp az y Soll‏ 

ماذا يعني التعريف المذكور أعلاه؟ يعنى أولاء أن العمليات على sad‏ العمليات 
على .S‏ في حالة (e‏ على سييل cil‏ إن قد  R glad‏ > العرف + 
+ ۾ ج (a, b)‏ على SxS‏ يجب أن يعطى تطبيقا من S‏ 5 إلى ؟؛ أي أنه إذا كان 
as b‏ عنصرين من S‏ فإن ط + © يجب أن ينتمى إلى 5 . ab s-a JAL‏ ينتميان إلى 5 . 
وعليه (-b) Ob‏ + ۾ = 4-6 ينتمى إلى 5. ونشير إلى نقطة أخرى قد تغيب عن البال» 
وهي أنه لما كانت 5 تشكل بالنسبة لعملية الجمع زمرة فإنها يجب أن تكون غير خالية . 
لذلك نكون قد Us]‏ نضصف WW‏ خو ذة التالية. 


14 


Y *‏ الحلقات والحلقيات 


(Y-Y)‏ مأخوذة 
إذا كانت S‏ مجموعة جزئية من حلقة S OUR‏ تكون حلقة جزئية من ۸ إذاء 
وفقط إذا كان 
Je ~S (i)‏ 
(ii)‏ طاما كان 3 aba-beSoBa,be‏ 


اللرهان 

SS. Gals Glo; dg ph SEL os JE اعا أن‎ ud 
. 5 ينتمى إلى‎ 0 = a- 4 غير خالية » فإنها محوى عنصرا وليكن ه وبالتالي فإن‎ 
لذلك فان‎ . 4 + 5 = » - (- b) ES فإن 5-0-2 - يتتمى إلى 5 وبالتالى‎ ede; 
lh». هيا‎ 85 det ble oer JR ge EE AA P NA PEA, 
أن قانوني الإبدال والتجميع صحيحان بالنسبة لعملية الجمع على 5 بالوراثة من ۸ ؛‎ 
فيمكن النظر إليها كعناصر من . وإذن 5 زمرة إبدالية‎ CS لأنه إذا جمعنا عناصر من‎ 
بالنسبة لعملية الجمع والمحايد الجمعي هو 0. يلاحظ أن قانون التجميع صحيح بالنسبة‎ 
. وإذن5 حلقة‎ R لعملية الضرب. وأن قانوني التوزيع صحيحان على 5 بالوراثة من‎ 


أمثلة 

١‏ - يلاحظ أن كلا من © ,18 ,0 A,‏ تشكل مع العمليات الاعتيادية حلقة جزئية من 
ICE‏ 

L> -Y‏ أن حلقة المرباعيات والتي سبق أن نوقشت فى مثال حلقة )4( تشكل 
حلقة جزئية من MAC)‏ . 

¥_ تشكل مجموعة كل المصفوفات من النوع n X n‏ على الحقل K‏ والتى تكون 
جميع عناصرها تحت القطر أصفاراء حلقة جزئية من M (K)‏ 
سنحتاج OVI‏ أن نقدم قدرا معينا من الرموز المفيدة» البعض منها مألوف والبعض 

الآخر قد لا يكون V JU‏ . 


الحلقات 2-1 ئة » التشاكلات والمثاليات T1‏ 


ترمیز 

١‏ - عندما نتعامل مع RUDI‏ من المفيد غالبا أن نفكر في ۸ كزمرة تحت تأثير 
البنية الجمعية التي تملكها متجاهلين بنية الضرب . غندما نركز على ذلك سنكتب*۸ 
Yu‏ فين OR‏ وتسمى (additive group) isat! 8 2 JV R*‏ للحلقة R‏ . نلاحظ أن R‏ 
ترمز إلى نظام يحوي مجموعة وعمليتين ثنائيتين وعملية أحادية على هذه المجموعة 
وعنصرا مختارا من المجموعة» بينما ترمز*۸ إلى نفس النظام مع حذف عملية الضرب . 
غالبا ما تسمى الزمر الحزئية من*۸ يزمر جمعية جزئية (additive subgroups)‏ من 
۴. وعلى ذلك فإن الزمرة الحزئية الجمعية من ۸ هي مجموعة جزئية 5 من ۸ تحتوي 
على 0 وتحقق الشرط أنه إذا كان 5 be‏ , © فإن 5 ع 8 - » . 

۲ - إذاكانت 4 زمرة إبدالية جمعية» وكان 4 © ca‏ وكان ۸ عددا صحيحا 


: يعرف كما يلى‎ na ob 
hd = 4 + ... + 4 من المرات)‎ #( n < 0 إذا كان‎ 
Oa = 0 
na =(—n)(—a) =-(a+...+a) = - (lnl a) n > 0 إذا كان‎ 


ادا كان ۸ be‏ ,4 وكان n, Mm‏ عددين (oco‏ فإل : 
na + nb‏ ع n(a + b)‏ 
na + ma‏ ع (n + m) a‏ 
(nm) a = n(ma)‏ 
la-a‏ 
نود أن نشير إلى أنه قد تكون الحقائق البسيطة المذكورة آنفا مألوفة لدى القارئ 
وإذا رغب الاطلاع على إثباتهاء فعليه الرجوع إلى أي كتاب في مبادئ نظرية الزمر . 
نستطيع » بصفة خاصة. أن نعتبر 4 هي الزمرة الجمعية*8 لأي حلقة ۸ء SE‏ 
فإن التعاريف المذكورة أعلاه صحيحة فى أي حلقة ۸ . ومن الضروري التفريق بين العملية 
na‏ ج (n, a)‏ والضرب فى الخلقة ؛ ay‏ لا يمكن اعتبار n‏ عنصرا من daw R‏ عامة . 


badly اقات‎ YY 


من ناحية ثانية » يمكن أن يحدث في بعض الأحيان أن تتطابق 2 مع حلقة جزئية 
من ۸ إلى الحد الذي يجعل العدد الصحيح 1 يؤدي دور المحايد الضربي في ۸ . في 
هذه الحالة» إذا كان 0 cn»‏ فإنه باستخدام قانون التوزيع : 
6 + ... + بن دن ([] + ... + ]( ع na‏ 
لذلك فإنه فى هذه الحالة يكون للرمز na‏ نفس المعنى إذا اعتبرناه حاصل ضرب pole‏ 
أو اعتبرناه حسب التعريف السابق . وبنفس الطريقة يكن اعتبار n) a, Oa‏ —( . وهكذا 
فاته agde ed Je ed‏ أ لبس . 
إذا كان a‏ عنصرا من حلقة R‏ وكان n‏ عددا صحيحا موجبا OU‏ 
(وزمة à" =a...aCol Ml‏ . 
أيضاء إذا كان 0 < n, m‏ فإنه يلاحظ أن : 
gU =g", a" » qup‏ 
إذا كانت dtl R‏ ممحايد Up‏ تغرف 1 = 04a e Rea‏ كما أن المتطابقات 
المشار إليها تبقى صحيحة . 
- نفرض أن 7 و5 مجموعتان جزئيتان غير خاليتين واختياريتان من حلقة 
1e vo .K‏ 
S+T={st+t:seS,teT}‏ 


rl 

ST = » s, tL : 5, :م رذع‎ ET, n= asd 
(=| 

لنركز بشكل خاص على Sale!‏ تكون فيها كل من 1 ,3 زمرة جمعية جزئية من CR‏ 

وقد عرف المجموع والحداء لزمرتين جمعيتين جزئيتين بهذه الطريقة حتى يكون كل 


منهما زمرة جمعية جز ثيه . 


(؟-") مأخوذة 
IJ‏ كانت ۸ caab-‏ وكانت eU‏ 7و S‏ مجموعات جزئية غير حالية من SOUR‏ 
(Ù‏ (لآ + 7) + 5 -ت [] + (STU = SSTU).(S- T)‏ 
Gi‏ كانت 7و 3 ر فتن CLA Cn pe‏ من PIS OB R‏ من T‏ + کو ST‏ 
تكون كذلك . 


الحلقات الحزثية» التشاكلات والمثاليات TT‏ 


(iii)‏ إذاكانت S ST‏ حلقتين جزئيتين من CR‏ وكانت [إبدالية » ST OB‏ حلقة جزئية 


T من‎ 


البرصان 


من الواضح أن (Se T) + )/ = 5 + (T+ U)‏ . لما كانت 57 تحوي كل المجاميع 
المنتهية من العناصر التى على الشكل STOL es E Sote Toc -St‏ مغلقة 
بالنسبة للجمع e‏ وهكذا فإن (ST)U‏ و STU)‏ مغلقتان أيضا بالنسبة للجمع . 
إذا كان 2 عنصرا اختياريا من (STU‏ فإن 2 هو مجموع منته لعناصر على الشكل 
لالا Uc.‏ € لاو .X € ST‏ لذلك فإن x‏ مجموع منته من عناصر على الشكل 
1 حیث 1 Site‏ € ی» وبالتالى AZOB‏ مجموع pols‏ على الشكل (stu‏ 
plaid Ol c(st)u = s(tu) ols U‏ جع اتی إلى S(TU)‏ . لگن 
S(TU)‏ مغلقة بالنسبة للجمع لذلك فان (SDU c STU) 53]; .Z € STU)‏ 
والعكس يكن إثباته بطريقة ALLE‏ . 
إذا كدان FET z= x'"s"tl OL). xx’ ESF‏ 
S+ THU SEES,‏ € زوع + )9-5( ls 25S, TOY x-x°=‏ 
جمعيتان . علاوة على ذلك فإن 0 ينتمي إلى 5 وينتمي إلى T‏ وبالتالي 
Bip We O‏ ۰ 
نعتبر STON‏ لقد لاحظنا Lol‏ مغلقة بالنسبة للجمع . بالإضافة إلى 
ذلك؛ إذا SON -y-2(-s)t, € STOB y = Es.t, € STOW‏ ع 5-. لما كان 
من الواضح أن ST‏ تحوي 0 فإنها تشكل زمرة جمعية جزئية من ۸ . 
Ja)‏ م Lass $505 ST OI thot‏ عرق قسن LR‏ لذلك يكقى أن قبت أن 
SSL Salen ST‏ اضر ب Fat pedal E‏ | 


bs ] X 5| = سارح‎ s) 4) 


1 * h J 





لأن ۸ إبدالية» وبالتالى pole ob‏ الضرب هذا pas‏ من ST pols‏ 


(1) 


(i) 


(111) 


Y‏ الخلقات والخلقيات 


(homomorphisms) التشاكلات‎ — Y 

(EY)‏ تعريف 

يقال عن التطبيق 5 9 ۸ : 4 من الحلقة ۸ إلى الحلقة S‏ إنه تشاكل إذا حقق 
الشرطين التاليين: 
Ax + y) = Ax) + OY) (V)‏ 
(xy) = WX) KY) (Y)‏ 

.X,yeR لكل‎ 

يلاحظ من المعادلة )١(‏ أن ثم يمثل بصفة خاصة تشاكل زمر من*7 إلى St‏ 
وباستخدام خواص تشاكل الزمر نحصل على : 

((0,) = 0. , A-r) 2 — (Xn) 

لكل cre R‏ حيث,0 هو ضفر Riad‏ 

لقد جرت العادة فى كتب الرياضيات المؤلفة باللغة AY‏ ية Jus Of‏ كلمة 
“morphism”‏ ببوادئ Seca TER‏ حي أنواع مهمه ومختلفة من التشاكلات . إذا 
كانت 53 Lob eiil R,‏ 
CT)‏ نسمي التشاكل (isomorphism) WE R > S‏ )15 كان متباينا وغامراء أى إذا 

كان تقابلا . 
CO)‏ نسمى التشاكل من الحلقة ۸ إلى نفسها بالتشاكل الداخلى (endomorphism)‏ . 
we (>=)‏ التمائل من الخلقة إلى نفسها بالتمائل الذانتى (autemorphism)‏ | 


كما يمكن التحقق بسهولة من أن تركيب تشاكلين تشاكل وأيضا تركيب تشاكلين 
Owls.‏ تشاكل متباين (monomorphism)‏ . وهكذا فى حالة تركيب تشاكلين غامرين 
تشاكل غامر SUS s (epimorphism)‏ تركيب ues. pl UU‏ الحصول على 
هذه gil‏ بشكل le‏ هن AS FOS‏ تظيقين als‏ أى غاهروق یکرت Caza‏ أو 
Jel pl‏ التوالى . بالأإضافة الي ذلك. إذا کان 5 د ۸ :م «coUe PE‏ فإن 
معكوس التطبيق OV am (04 : SAR t O‏ م تقابل (bijection)‏ يكون 
s = Or)‏ و (00 = cs‏ وبالتالى Ob‏ 


الحلقات )3 ثية » التشاكلات والمثاليات YO‏ 


(irr) = rr' = à (s) © (5)‏ 1ن = (ss) = 9 (or) Xr)‏ ^$ 
وبالمثل يكن إثبات أن : 
(Ss +s") = G(s) + o(s)‏ 
إذا كان يوجد PE‏ من B 5 IIR‏ نكتب 5 = ۸ ونقول إن pu‏ (حلقاتيا) 
5. وإن الرمز ”=“ له خواص علاقة التكافؤء sh‏ 


R=R (1) 
RzS$-—SzR (11) 
RzS,SzT-RzI (111) 


وهذه نتائج لما ذكر أعلاه . بشكل تقريبي 455 O‏ حلقتان متمائلتين إذا أمكن 
الحصول على إحداهما من الأخرى بإعادة تسمية العناصر فقط وإبقاء جدولي الجمع 
والضرب دون تعديل+ لذلك Ob‏ الحلقات المتماثلة لها نفس الخواض الجخبرية . إن 
مفهوم التماثل يسمح لنا الآن أن نضبط بعض الملاحظات الغامضة بالفصل الأول . إن 
كلا من المجموعات الحزئية : 

{al + bj} cial + bi}‏ . . . الخ 

هى حلقة جزئية من حلقة المرباعيات المشار إليها فى مثال حلقة )4( OL y‏ كلا منها يماثل 
06 الأعداد ME Ji‏ ۰ 

لقد سبق أن أشرنا إلى أن أى تشاكل من حلقة ‏ إلى حلقة5 Ke‏ التفكير قبه 
بصفة خاصة كتشاكل من R*‏ إلى S‏ ونستطيع الحصول على بعض المعلومات عن هذا 
التشاكل بهذه الوسيلة . كمثال على AR) ob «GUS‏ صورة (6ع78)170238/. ويرمز لها 
بالرمز cim‏ هى زمرة جزئية من*5 . كذلك باعتبار م تشاكل زمره فإن له نواة 
(kernel)‏ « و : 

{xER: Kx) =O} l 

والتي غالبا ما سيرمز لها بالرمز Ker‏ - نحن نعلم من مبادئ نظرية الزمر ker$ol‏ زمرة 
i5 j>‏ ناظمية (normal subgroup)‏ من*/ (بالرغم من أن استخدام كلمة «ناظمية» 
غير ضروري في هذه الحالة ROSS‏ زمرة إبدالية» وبالتالى أي زمرة جزئية تكون 
ناظمية) . باسشخدام البنية الضربية J pat! A‏ على TM‏ أكثر عن ker‏ 


: QU ck € ker عنصر من ۸ وكان‎ sh × إذا كان‎ cA ol وبصفة‎ . imó وعن‎ 


lat, الحلقات‎ Y1 


xk) = Hx) Hk) = Hx) 0, = 0, 
kx € ker وبالمثل یکن إثبات أن‎ xk e kerg 03] 


(9-Y)‏ تعريف 

يقال عن مجموعة جزئية K‏ من حلقة R‏ إنها مثالى (ideal)‏ فى ۸ إِذا كانت K‏ 
زمرة جمعية جزئية من #وكان € xe R,ke K JS xk, kx‏ 

ويمكن إعادة صياغة التعريف بطرق متعددة متكافئة . فحسب الترميز المشار إليه 
سابقا إن المثالى فى الحلقة ۸هو زمرة جزئية جمعية K‏ من تمق الشرط KRURK CK‏ . 
وعلى نحو أكثر وضوحا إن K‏ مثالي في R‏ إذا وفقط إذا كان : 


0 ح‎ KK (1) 
kk eK>k-kekK (11) 
keK,xeR-kx,xkeK (111) 


K > ۸ OS‏ إذا كان K‏ مثاليا فى الحلقة ۸. سنواجه أمثلة عن المثاليات فى 
أثناء دراستنا ونشير إلى أن كلا من (0) و ۸ يشكل دائما مثاليا فى الحلقة ۸ . 


(V- Y)‏ مأخوذة 

نفرض أن ۸ و S‏ حلقتان Oly‏ 5 ج R‏ : © تشاكل . عندئذ : 
o Sos ckeró >41 (i)‏ 0 تشاكلا متباينا إذا وفقط إذا كان )0( = keró‏ 
(11) 11110 تشكل حلقة جزئية من S‏ . 


البرهان 

. ke62 ان2‎ tz س أت‎ ad (i) 
Ax) = 0 = إذن(,0))‎ «x € kero Sly نفرض الآن أن ۵ تشاكل متباين‎ 
kero = (0, وبالعكسء إذا كانت‎ . kero = {0,} وبالتالى‎ × = 0, ob وعليه‎ 
53] .0 = Gx) - $0) = dx y) OB Mx) = GG) وکان‎ ×, y € ۸ وكان‎ 
تشاكل متباين في‎ pos! .× = ر - × وبالتالي ر‎ = 0, ob ales cx ر‎ E keró 
DAI هله‎ 


الحلقات الحز ئية ء التشاكلات والمثاليات YY‏ 


(ii)‏ سبق ol Ju Ropa pm ei wjimg@dl Lol‏ سرت أنه I|‏ کان 
.S$ € Im$oL3s,s' € imó‏ جس r^ € Rix pimp ci, Lx‏ یت o‏ 
Wr’) «s = Pr)‏ = کی Ol‏ 
ss = Qr) Or) = (rr) e ime‏ 
بعد أن لاحظنا أن كل نواة هی مثالى» يحق UJ‏ أن نتساءل هل كان مثالى نواة؟ 
أي هل كل مثالى فى حلقة ۸ هو ثواة لتشاكل من #الخلقة أخرى؟ xe XU‏ عن هذا 
SI jul‏ عن Lal Lill‏ أن ننظر إلى الزمرة الجمعية*8 . 
لنتذكر حالة الزمر الإبدالية . إذا كانت A‏ زمرة إبدالية» وكانت 8 زمرة جزئية 
من OB cA‏ مجموعة مشاركة ل 8 في 4 هي فصل تكافؤ لعلاقة التكافؤ - المعرفة على 
A‏ کا على : ۰ 
x~y ex-yeB‏ 
للا كانت 4 زمرة إبدالية» فإن B‏ ناظمية فى «A‏ وبالتالى ob‏ الااختلاف بين 
المجموعات الشركة الي amd.‏ ءات الشركة ll. diia. udi‏ كان < ace‏ | 
من موجموعة مشاركةاماء E polis of‏ السميعة a Dx AIS LM‏ 
على كل عتاصر «B‏ ويرمز لهذه Co all‏ المشاركة ب ×+ 8 . يرمز لمجموعة كل 
المجموعات المشاركة ل B‏ فى A/B. yo SLA‏ . إذاعرفنا على A/B‏ العمليتين التاليتين : 
المي واد رسو Bidt Ue‏ 
—~(B+x)=B+(-x)‏ 
فين och co I C‏ أن الظرق الأمن من أى من المعادلين اعلا 





: | هاتين‎ ob 
يعتمد على المجموعتين المشاركتين بالطرف الأيسر ولا يعتمد على العنضرين المختارين‎ 
العنصر‎ B زمرة إبدالية» وتكون المجموعة المشاركة‎ A/B العمليتان‎ fad . ر.لتمثيلهما‎ 
ويسمى:1 التشاكل‎ Baile ple :ا تشاكل زمر‎ × B + × الصفرى لها . التطبيق‎ 
. 41/8 إلى‎ A من‎ (natural homomorphism) الطبيعي‎ 
لنرجع إلى حالة الحلقة . لقد قطعنا مرحلة لنجد تشاكلا من الحلقة ۸ بحيث‎ 
نواة له . سنفكر فى الخلقة كزمرة جمعية ونعتير مجموعة كل‎ K bell يحون المثالى‎ 
الجموعات المشاركة ۸/۸ والتي يمكن النظر إليها كزمرة جمعية» ثم نحصل على تشاكل‎ 





YA‏ الحلقات والحلقات 


زمر LSU: ۸ RIK‏ أعلاه . نحن نرغب أن يكون v‏ تشاكل حلقات» ولكن 
العقبة الرئيسة هي أن ۸/۸ ليست حلقة حتى OV‏ . هل يمكن جعل RIK‏ حلقة حتى 
Jat‏ لا تشاكل حلقات؟ يجبرنا الشرط wx) UY) = xy)‏ على تعريف الضرب في 
RIK‏ كما oy‏ : 
K + xy ۰‏ = زر + (K + XYK‏ 
يجب التأكد أولا من أن التعريف يعطى عملية ثنائية على ۸/۸؛ أي أن المجموعة 
المشاركة التى على اليمين تعتمد فقط على المجموعتين المشاركتين اللتين على 
السار ءل قد فل اتس س اهاري OS Lag lied‏ عع مع دين 
وکان Key‏ = ر + ۸ فإن ۸K‏ + ×= هج و/ + ر ع برحيث ٭ ع 1 k,‏ وبالتالى فإن : 
xy=xy +(ky +x ] + KD)‏ ۰ 
K ols U‏ مثاليا في RR‏ وحيث ik 1 > Kole‏ فإن العنصر المحصور بين قوسين 
gh‏ إلى ك.. UD‏ 
K+xy=K+xy‏ 

K فعلا عملية ثنائية على /۸ . نلاحظ أن كون‎ be فإن التعريف السابق‎ JUL, 
مثاليا فى الحلقة ۸ هو الذي جعل ولك عقن‎ 

يستطيع القارئ التأكد بسهولة من أن RIK‏ تحقق شروط الحلقة ARA Vols‏ 
تشاكل حلقات» وهكذا نكون قد حصلنا على المأخوذة التالية : 


(VY)‏ مأخوذة 
إذا كان K‏ مثاليا فى ا حلقة ۸ وكانت ARIK‏ مجموعة كل ال مجموعات ا مشاركة 
J‏ ۸ فى ۸» فإن التعاريف التالية : . 
(K+x)+(K+y)= (x+y)‏ 
—(K+x)=K + (-x)‏ 
(K  x)(K + y) = K + xy‏ 
تجعل RIK‏ حلقة » كما أن التطبيق الطبيعى × + K‏ × :ا هو تشاكل غامر نواته K‏ 


الحلقات الحزئية » التشاكلات والمثاليات Yq‏ 


R/K prm‏ حلقة القسمة (quotient ring)‏ أو حلقة فصول الرواسب 
لنسبة إلى CK‏ كما يسمى v‏ التشاكل الطبيعى 
(natural homomorphism)‏ من R‏ إلى ao. . RIK‏ أن ۰ 
(R/K)* = R*/K‏ 
إن الصفة الرئيسة للتشاكل الطبيعى من الحلقة ۸ إلى حلقة قسمة RÍJ‏ معطاة 
بالمبرهنة التالية | 





IL R J (residue class ring) 


(A—Y)‏ مبرهنة 
JAR ol 2 2‏ وأن v: R O RJ‏ هز (SLA‏ الطبيعى gl pti.‏ 


gy 
W 
RU 
.kery = kerQiJ كما أن‎ 


(عندما قال إن الرسم الت طے أعلاه اند Sl!‏ فإن ذلك يعنى | انه يتم الحصول على 
نفس النتيجة بالذهاب من R‏ إلى 5 باستخدام آي من eed pe ell‏ - مباشرة أو 


e‏ طريق RJ‏ . وركلمات ا تخر ی رصت ن):. 








اللرهان 
إذا كان الرسم التخطيطى إبدالياء فإن 
WJ + x) = yx) = (x) (*)‏ 


لكل RI‏ ×+ ل وعليه توجد طريقة واحدة RSE‏ لتعريف/1. وإذن يجب أن ASUS‏ 
من أن تعريف (× + VU‏ بأنه Ox)‏ يفى بالغرض . أولا يعتمد التعريف على المجموعة 
اعارا + had‏ وليس maw” E Ob e x-2J tx Ol lala . 1 di des‏ 
وحسب الفرض فإن هذا د يعني kergol‏ ع × -نده وبالتالي فان 0 = -x)‏ 250 


cuu. ۳ b‏ وا J‏ خلشات 


هذا إلى )90 = dx)‏ . لذلك فإنتعريف ۷ المذكور في (*) يعرف تطبيقا 
.w:RJS‏ إذا كان م + J‏ عنصرا آخر من CRIT‏ فإل : ۰ 
UJ +x) + J + y)) = Ws + (x + y) = (x y)‏ 
(y) = VU +x) + YU + y)‏ + 000 = 
لذلك you‏ يحافظ على الجمع . نستطيع با شل إثبات أن ۷ يحافظ على الضرب . 
wo3l»‏ تشاكل حلقات . 
أخيرا من (*) يلاحظ أن: 
x) = 0 x € keró‏ ج 0 = (× + (J‏ 
kery = ker@/J 5315‏ . 
تسمى المبرهنات الثلاث التالية عادة يمبرهنات التماثل الأولى» الثانية والثالثة 
حسب الترتيب وهي مبرهنات تنتج بسهولة من مبرهنة AWN)‏ 


(4-Y)‏ مبرهنة 
hl‏ كان 3 ج ۸ : 4 تشاكل حلقات » ob‏ 
Riker = 170‏ 


البرهان 
لتعتبر 8J = ker‏ ا لبر (A7 Y) a‏ . هذا Jas‏ التشاكل S‏ ج A: R/keró‏ 
الذي يجعل الرسم التخطيطى التالى إبداليا ونواته 





R — $5 
v 
Riker Û 


LL CV- Y) لذلك حسب المأخوذة‎ . R/keró الحلقة الحزئية الصفرية من‎ kergikerg هى‎ 
وإذن مم يشكل‎ imu = imé أن‎ 4 = uvi iil من‎ qu LoS. ula J SLAs 
Imọ إلى‎ R/keró من‎ WL 


الحلقات الحزثية » التشاكلات والمثاليات T1‏ 


)١ eY)‏ مبرهنة 

إذا كانت R‏ حلقة» JAR‏ و 5 حلقة جزئية من J OUR‏ + 5 حلقة جزئية من 
AS EFER‏ 4 3 له إلى 5 كو آرت tJ ZSS‏ 

قد يساعد الرسم التخطيطي التالي على تصور ما تشير إليه هذه النتيجة . 


S+J 
Pe 





العلاقة «مثالي في» يعبر عنها بخطين مزدوجين وا مبرهنة تنص على أن حلقتي 
القسمة (ا مناظرتين للضلعين ا مز د و جين ا متقابلين) متمائلتان . لهذا السبب تسمى هده 
ا مبرهنة أحيانا J ple‏ متوازي الأضلاع ' 


البرهان 

نعلم من (۳-۲) أن J‏ + 5 زمرة جمعية جزئية من ۸. نفرض ss € Sol‏ 
j^ e J ol,‏ ,ر. لما كان ل مثاليا فى الحلقة ۸ء فإن : 

(sS + (s +) ) - وز) + وى‎ + J^. HYES+J 

من الواضح أن SHI‏ > 7. نفرض أن RU‏ د ۸ :ا التشاكل الطبيعي وأن v‏ 
اقتصار v‏ على «S‏ فيكون ا تشاكلا من 5 إلى ۸/7. تحوي صورة ا كل المجموعات 
المشاركة «se Sc 5 + J‏ أى أن imu’ = 5 + JJ‏ تحوي نواةلة كل العناصر في 5 
ال » U glu‏ إلى الصغر * أ SAT a alil .kerv= SAT ol‏ س 
وكذلك S + JI = SISOS‏ حسب Y)‏ 47( . 


cU, الحلقات‎ Y Y 


)¥—\ \( مبرهنة 
Mi ERO eR GAUL, Sg K OSs LR SE‏ 
K/J > 7‏ وكذلك : 
(RIDI(KIJ) = RIK‏ 


البرهان 

لنستخدم (A-Y)‏ معتبرين | JUSI‏ الطبيعى ع keró = Gus .R/K SIR‏ 
K‏ ونحصل على تشاكل V‏ حيث إن po‏ التخطيطي التالى تبادلى 

SZ 

كذلك ۸/7 = kery‏ . من الواضح أن V‏ غامر» وهكذا باستخدام المبرهنة الأولى في 
التمائل» تحصل على sei‏ المطلوية . 

تو جد امبرهنة pu‏ « أخرى تختص بالعلاقة بين المثاليات فى im,‏ > والحلقات 
الجزئية فى a imo‏ إلخ (حيث ف تشاكل من حلقة (R‏ من جهة والأشياء المناظرة لها 
في R‏ من جهة ثانية . نحتاج أن نتذكر بعض المعلومات في نظرية المجموعات قبل أن 
نذكر هذه المبرهنة . 

ترق أن ane X", Y"‏ عفان us f : X" Y" Oly‏ وكدلك تفرص أن 
X, Y‏ مجموعتان جزئيتان من "۲ X”,‏ على التوالي . 

: 0 

RX) = Gfx): ع‎ € X} 
fXE)-ixeXxX JU er) 
والصورة العكسية‎ .X(image) à; & f ^ (Y) و‎ F(X) تسمى المجموعتان‎ 

YJ (inverse image)‏ على التوالى . نحصل بهذه الطريقة على تطبيق من المجموعة 
de perce). AX")‏ المجموعات الحزئية ل") إلى المجموعة SAY")‏ لازال هذا التطبيق 
يحمل الرمز بالرغم من أنه من المفروض أن يعطى رمزا مختلفا . با مثل يوجد تطبيق 
QU)‏ و" عي fo‏ کن Gorell‏ سهولة من downs‏ النتائح التالية : 
Û‏ إذاكانيت Y-f(f (Yy)ob.Y cimf‏ 


xx والمثاليات‎ SMS Lisl a الحلقات الخزئية‎ 


à Ov D da من‎ 


X c X 2 f(X) c f(X), Y CV SHIM caf (PK 


نستطيع الآن أن نتطرق إلى المبرهنة الأخيرة في التماثل وهي كما يلي . 


(Y-Y)‏ مبرهنة 

Sof, o Li‏ ,ااه o i,‏ أن 8 ه IK ly Iso: R‏ شید 
التطبيقان © و ١‏ ال مذكوران WE Lal‏ يحافظ على الاحتواء بين مجموعة ا حلقات 
ا حزئية من 1114 ومجموعة ا حلقات ا حزئية من ۸ التى حوى -K‏ فى هذا التقابل 
ا مثاليات bls‏ مثاليات . | 


Qa JI 

9" (U) أن‎ cS أن‎ s : 7 حلقة جزتية بن‎ U oly T - img ol 2 Lu 
$ (U) 2 9 (40) = حلقة جزئية من ۸ تحوى ۸. نلاحظ أن 1 > 0 ولذلك×‎ 
OB وهكذا‎ Wr), Hr) e U oB وبالتالي‎ r e PU) نفرض أن‎ . ))11( >) 
حلقة جزئية. ويؤدي هذا إلى أن‎ UON er n) = Gr) d) e U 
وهكذا فإن‎ (97 (U) ينتميان إلى‎ rr^ -و‎ rol ol یکن‎ lbs trie OU) 
.U = )م‎ (U)) حلقة جزئية من . باستخدام (1) نستنتح أن‎ O (U) 

نفرض أن V‏ حلقة جزئية من ۸ تحوى LK‏ سئثبت أن XV)‏ حلقة جزئية من T‏ 
وأن à?! (V)‏ = ۷ . ونكون بذلك قد أثبتنا أن التناظر الذى عمل بواسطة 4 Gs‏ بين 
الحلقات الجزئية T= img‏ والحلقات الجزئية ل ۸ التى تحوي KK‏ هوتقابل . نلاحظ أن 
HV)‏ صورة تشاكل معين ل V‏ وهو اقتصار 4 على 7 ؛ (XV) Ob UU‏ هي حلقة 
جزئية هن T‏ حسب مأخوذة (1-7). نفرض أن e ۵ (V)‏ . هذا يعني أن 
Alr) € VY)‏ وبالتالى Wr) = (v)‏ حيث ۷ .v e‏ إذن 0 = (Xr - v)‏ وبالتالى 
ke Ke r-vkolgl tr—-vek‏ . ولكن K CV‏ حسب الفرض » إذن 
“ا ع م ولا ع ع وهذا soe‏ إلى أن OAV) cV‏ . الاحتواء العكسى fend‏ إدن 
V= © (XV)‏ 


$ : المحلقات ly‏ لحلقيات 


نلاحظ أن الحقيقة التى تشير إلى أن التقابل يحافظ على الاحتواء هى بالضبط 
ds il) SAU (ii) b JI‏ للقارء: أن يتأكد من أن المثاليات تقابل المثاليات . 

من المفيد أن نشير إلى خواص التناظر المذكور سابقا حينما يكون هو التشاكل 
الطبيعى ا من الحلقة ۸ إلى حلقة القسمة ۸/۸ . فى هذه الحالة» كل حلقة جزئية من 
fub Ma e Dn --6‏ شغ“ ETTET‏ ران shaadi, dd‏ 
للجموعات المشاركة . ومن ناحية أخرى كل حلقة جزئية من Kg ER‏ هي اتاد 
مجموعات مشاركة ل K‏ وتستبدلهالة ie pams‏ هذه المجموعات المشاركة . وکل dl.‏ 
جزئية من RIK‏ صورة تحت تأثير لا حلقة جزئية V‏ من ۸ تحوى K‏ ولذلك هى على 
الصورة «JL. VIK‏ مثاليات الحلقة RIK‏ نحصل عليها من مقاليات V‏ للخلقة ۸ 
Kg As‏ 


۳- بعض خواص OWA!‏ الجحزئية والمثاليات 
Y)‏ 7 1( مأخوذة 
(i)‏ نفرض أن A € AY‏ : ,5) أية مجموعة حلقات جزئية (مثاليات على التوالى) 


فى حلقة ۸» فتكون ر5( ) T=‏ حلقة جزئية We)‏ على التوالى) فى ا حلقة R‏ 


AEA 
نفرض أن‎ (ii) 
o. < 5, E 


سلسلة تصاعدية (ascending chain)‏ من حلقات جزئية (مثاليات على التوالى) فى 


الحلقة KR‏ فتكون S = JS‏ حلقة جزئية (مثاليا على التوالى) فى ا حلقة ۸ . 


i=] 
اللرهصان‎ 
. مجموعة غير خالية‎ TOK لذلك‎ OE 7 فإن‎ ACA لا کان ,5 ع 0 لكل‎ (i) 
a -b,ab € sS وإذن‎ AEA 5,ه لكل‎ e فيكون,5‎ xa, b © 1 نفرض أن‎ 
. حلقة جزئية‎ [RTO وعليه‎ .a-b,abeT, Juv; AEA لكل‎ 
x € ۸ وکان‎ RAL SUES, أنه إذا كان كل‎ AUS نلاحظ بالإضافة إلى‎ 


الحلقات ار (x5‏ التشاكلات والمثاليات Yo‏ 


ob‏ »× و ax‏ ينتميان إلى كل S,‏ وبالتالي ينتميان إلى T‏ . إذن تشكل T‏ فى هذه 
الحالة مثاليا فى الحلقة ۸ . 
)11( من ou. 0 € Sol eal i‏ أن 3ع ,ت فيكون 5 ,ae‏ ,3 ع 5 لرقمين 
Li]‏ إحدى الحلقتين ا لجزئيتين 5 S,‏ تحوي الأخرى ؛ وبذلك يمكننا أن نختار 
I (= maxti, j})‏ بحيث إن ,5 b e‏ ,©. وعليه b, ab e S op‏ ۾ وبالتالى 
.a—b,abe§‏ ويؤدى هذا إلى أن S‏ حلقة جزئية . سنترك للقارئ الحالة التى 
تكون فيها S.‏ مثاليات . ۰ 
تسمح لنا المأخوذة (Y Y)‏ بتعريف الحلقة الحزئية (generated by) JJ Jl JU n‏ 
de pores‏ معطاة من العناصر. لأنه إذا كانت X‏ مجموعة جزئية من ۸» OB‏ تقاطع كل 
الحلقات الحزئية من ۸ التى تحوى X‏ تشكل حلقة جزئية من ۸ تحوى X‏ أيضاء وهى 
الصغرى من بين الحلقات الجزئية من AUR‏ تحوي X‏ تطى ما Alle ollie‏ غل | 
Fu NILUS‏ 


(Yí-Y)‏ تعريف 
ا حلقة ا حزئية ا مولدة بمجموعة جزئية ×من AR‏ ال حلقة ا حزئية الصغرى فى R‏ 
ال وى . JUL,‏ الول د ب جد هة جرف eo VI, Jill pa X‏ فى IR‏ يحوض X‏ 
TT |‏ من المقيد أن تسل Acta tiny‏ اتسلقة ال تة أو الال da‏ 
بمجموعة معطاة ولتكن CX‏ أي الوصف اللي يوض كيف 25 is AIL! pole‏ 
أو SUI‏ من عناصر المجموعة LX‏ سنعطى OVI‏ هذا الوصف . 


Y)‏ -6 3( مأخوذة 
إدا كانت X‏ مجموعة جزئيه من حلقة (OB R‏ 

)1( ا حلقة ا جزئية من ا مولدة بواسطة X‏ حوي كل ا مجاميع ا منتهية للعناصر 
dic 1.£45 tk, BAe CLE US ud.‏ 

X مثالى ا مولد بواسطة‎ OB CX < 0 وكانت‎ «bbe كانت ۸ حلقة إبدالية‎ 15] (il) 
۰ RX هو‎ 


Lal. وا‎ cla! T 


البرهان 

(i)‏ نفرض أن 5 هى الحلقة ا لجزئية من ۸ المولدة ب × . ولا كانت S‏ حلقة جزئية من 
GER‏ × فإن 5 تحوي كل حواصل الضرب المنتهية لعناصر £X‏ وبذلك تحوي 
المجموعة5 التي عناصرها كل المجاميع المنتهية للعناصر من الصيغة : 


ma ly كه‎ X, C A tuse cb XX, ع‎ X 


ومن ناحية أخرى» لما كانت 5 تحوي 0 (لأننا نعتبر الصفر حاصل جمع حدود 
عددها (Cie‏ فإنه من الواضح أنها حلقة جزئية من ۸ تحوي UX‏ كانت 5 
الحلقة الجزئية الصغرى من هذا النوع فإن 25 5 وهكذا فإن هاتين المجموعتين 
OT‏ 

(ii)‏ نفرض ROI‏ إبدالية بمحايد . نتذكر أن ×۸ ترمز للمجموعة التي تحوي كل 
العناصر من الصيغة : ۰ 


n 
n2l,xeX|reR لكل‎ 25 ^i 
i=] 


إذا كان X‏ يرمز SEU‏ فى الحلقة ۸ المولد Xo‏ فإن كل عنصر,× ٣,‏ ينتمى إلى X‏ 
رلذلك ۴ RXC‏ من تاح SARK OD c Lx‏ فى #الأن ##[تشكل زمرة جمسة 
و w—‏ )1-(« وأيضا .R(RX) = (RR)X CRX‏ لكن ۸ حلقة إبداليةء 
إذن RXR‏ . كما يلاحظ RX Ol‏ تحوى GY (X‏ ]|5 كان × ex e‏ فإن x= lx e RX‏ 
حقيقة وجود المحايد في R‏ حقيقة مهمة هنا. من تعريف X‏ نستنتج أن CRX‏ × 
وعليه فإن هاتين المجموعتين متساويتان . 

نلاحظ أن وصف SU‏ المولد بآ يكون أكثر تعقيدا فى حالات أكثر تعميما 
«Ll (1 EY‏ ها ]5 |5 Cabeza‏ يعر 5$ e.‏ قات الإبدالية اید ; 

لقد سبق أن عرفنا مجموع مجموعتين جزئيتين غير خاليتين من حلقة» ويمكن 
تعميم هذا التعريف إلى عدد منته من المجموعات الجزئية كما يلى : 


1 
Y 3-5 +---+5S, واد‎ +...+5,:5, eS) 
2. ! l n { | n iJ 


i=] 


وبالتالى سنحصل m‏ 
(؟-5١)‏ مأخوذة 


RUL فى‎ JUS J ح٠3, فإن‎ RBA ole, لوم‎ als L5] 


i=l 
البرهان‎ 
من الواضح (انظر المأخوذة (۳-۲)) أن [ تشكل زمرة جزئية جمعية من ۸. إذا‎ 


کان ل ع ر Low qaeRgs.Jgef4x ur ob‏ أن Erj € J‏ = زم 
i=l‏ 

. ۸ فى‎ UU يشكل‎ J وإذن‎ .jr e  لثملابو‎ 

سنختم هذا الفصل بوصف OWL‏ الجزئية والمثاليات في الحلقة 2. يعتير 
تقديم وصف دقيق OULU‏ الحزئية لحلقة معطاة إنجازا غير عادي. ولكن يكن عمل 
ذلك في حالة 2 بدون صعوبة كبيرة . سنحتاج إلى خاصة أساسية ومألوفة د2 تسمى 
خاصة القسمة الإ قليدية (Euclidean division property)‏ وهى كما يلى : 

Boni pF Obs Dd Jia idi ,۾ وكان 0 ع ظط‎ b e / كان‎ I3 

a=bg+r , O<r<lbl 

هذه النتيجة جزء من دراستنا فى المراحل cU SI‏ وتكمن الصعوبة فى تقد برهان لها 
في أن نقرر من أين نبدأ؟ سنكتفي بالرسم التخطيطي JW)‏ وننصح القارئ غير المقتنع 
بالرجوع إلى كتب أخرىء أنظر مثلا ميرهنة (Y)‏ ضفحة EA‏ في المرجع 
.[Maclane et al, 1967]‏ 


0 h 2b qb û (g41)b 
ب تو ت و و‎ ee. 
بس س ت‎ 


(YV- Y)‏ مأخوذة 
ا حلقات ا حزئية من ph‏ بالضبط ا حلقات ا حزئية nL- {na : a © Ly‏ حيث 


O<ned 


YA‏ الحلقات والحلقيات 


اللرصان 

من الواضح أن كلا من المجموعات الحزئية 17 يشكل حلقة جزئية من .1 . نفرض 
أن S‏ أية حلقة جزئية من 2 . إذا كانت 5 هى الحلقة الصفرية فإن 07 - 5 . نفرض أن 5 
ليست الخحلقة الصفرية . وبالثالى فی رع pak | pat‏ مقع و E‏ 
جز Solas‏ ع yan c s? Sob n pae KB E à‏ 
الأعداد الصحيحة الموجبة . تحوي أية مجموعة غير خالية من الأعداد الصحيحة الموجبة 
عددا أصغرء وهذه خاصة أساسية أخرى من خصائص 2 . نفرض أن n‏ أصغر عدد 
صحيح موجب ينتمى إلى 5 . لما كانت S‏ حلقة جزئية. فهي نحوي بالإضافة إلى n‏ 
العنصر na = ± (n +...+ n)‏ الذي له lal‏ حداء حيث / ae‏ وبالتالی S‏ ح .n£‏ من 
ناحية أخرى. sols I3‏ عنصرا اختياريا في TE ATERT «S,‏ 
في L‏ نستطيع كتابة ۲ + so nq‏ حیث 2 € eqr‏ ۸ > + 5 0» ويؤدي هذا إلى أن 
cS‏ 47 + 5 € وم - ص -خ . إذن =O)‏ ”أو Sol‏ تحوي عددا صحيحا موجبا أصغر 
من cn‏ وحيث إن الاحتمال الثانى يناقض اختيار cn‏ إذن 0 = ” وبالتالى ۸ € nq‏ $2« 
Sanlo .$ c nLojiale,‏ ۰ 

من الواضح أن ,717 يشكل مثاليا في 7 وهو مثالي مولد ب7. لذلك op‏ أية حلقة 
جزئية فى 7 تشكل مثاليا eda‏ حالة غير عادية (انظر تمرين .)٠١‏ نلاحظ أن حلقة 
القسمة 17 هى الحلقة Z,‏ لفصول الرواسب قياس التى أشير إليها بدقة أقل فى 
JU‏ حلقة (Y)‏ وسا اقاس الم bm unl dm Aldus‏ 
فر على كل 1qnt rijal ie mils st an» OLS l| .Z oto‏ 
حیث ۸ > ۲ > ۰0 وبالتالی ۴ + nL‏ ع :م + م . QU‏ إذا كان 0 en>‏ فإنه يو جد 
عدد منته من المجموعات المشاركة المختلفة وهي : 

1,...,n£ t (n - 1)‏ عد n£ — nd, * 0, n£‏ 
وغالبا ما تكتب بالشكل التالي : 
[n — 1]‏ .... .]2[ ,]1[ .]0[ 
يكن التعبير عن العمليات فى ,£ كما يلى : 
WU = ty, -Ul-l1-i‏ واي =+ 


T التشاكلات والمثاليات‎ ag Al الخلقات‎ 


باستخدام خاصة خوارزمية القسمة» نستطيع أن نعبّر عن eJ... [i Jl‏ 


[0], [1]. [2] g وء‎ [n ni 1] 


تمارين على الفصل الثاني 
إذاكانت ۸ حلقة uber‏ وكان ل مثاليافى ۸ يحوى المحايد» فأثيت J= Rob‏ 
اكتب الحلقات الجزئية والمثاليات للحلقة PO)‏ (مثال حلقة C‏ في الحالات 
التي تحوي X‏ عنصرين أو ثلاثة عناصر . 
apa d, EART.‏ غات حون قن ales R sa Oll‏ 
XY + Z) c XY + 7‏ وأن المساواة تحصل عندما تحوي كل من Y, Z‏ الصفر . 
bel‏ مثالا SS‏ مجموعات جزئية من £ لا تحقق المساواة فى حالتها . 
وضح أن اتحاد حلقتين جزئيتين من حلقة قد لا يكون حلقة جزئية . أثبت أنه إذا 
كانت S, S‏ خلقتين جزثيتين من خلقة ماء SU S' OB‏ تكون حلقة جزئية إذا 
CS’ ONS Nd) la,‏ 5 أو SCS‏ 
أثبت أن الحقل IK‏ مثاليان فقط . وبشكل أعم أثبت نفس الشيء في الحلقة 
M (K)‏ . 
نفرض أن T(K)‏ مجموعة كل المصفوفات من النوع ” nx‏ على الحقل AIK‏ 
تكون عناصرها تحت القطر أضفاراء 5 T, (K)ol‏ المجموعة الحزثية من T (K)‏ 
التى تكون فيها عناصر القطر أصفاراء وأن D (K)‏ مجموعة كل المصفوفات 
القطرية من النوع n X n‏ على الحقل LK‏ أثبت أن كلا من هذه المجموعات 
يشكل حلقة بالنسبة لعمليتي جمع المصفوفات وضربها وأثبت أن 
T,(K)/T, (K) = 2,)1( ols © T,(K) a T(K)‏ . (إرشاد: کون تشاكلا 
T. (K) ce | ole‏ إلى Cre D (K)‏ کر ن 5 ATAK‏ 
أعط مثالا يوضح أن العلاقة ”>“ بين الحلقات الجزئية لحلقة» ليست متعدية 
((إرشاد: اعتبر الحلقة T (Q)‏ المعرفة فى المثال السابق) . 


xb 
=y 


lali $ +‏ واخلقيات 


-A‏ أثبت أن أي تشاكل حلقات # يمكن التعبير عنه بالصيغة عدر ees G=‏ تشاكل 
M y ple‏ تشاكل عتباين . 

4- إذا كانم WSL‏ من حلقة تامة ۸ إلى حلقة Sx GU‏ فاي آنه La]‏ 
QR) = (0)‏ أو ,1 = (9)1 . 

١‏ - إذاكانت R‏ حلقة بمحايد بحيث تكون فيها أية حلقة جزئية مثاليا فآثبت» باعتبار 
الحلقةالجزئية المولدة ب 1» أنه LJ‏ )0( 8 أو L‏ = 8 أو / hel Rz‏ مثالا 
لحلقه يدون محايد» تكون فيها كل حلقة جرئية مثاليا . 

11 - افرض ROI‏ حلقة» X Oly‏ مجموعة جزئية فيها. صف SUM‏ فى # المولد ب 
X‏ 0 
tuber R esl B (CI)‏ 
(o2)‏ إذا ASML) R Cols‏ كنوت Juba‏ 
)>( بشكل ele‏ ! 

VY‏ - افرض RO!‏ حلقة إبدالية بمحايد. أثبت ROI‏ حقل إذا وفقط إذا كان يوجد فى 
R‏ مثاليان فقط . يقال عن مثالى M‏ لحلقة ۸ إنه مشالى أعظمى (maximal ideal)‏ 
إذا لم يوجد (JU‏ يحقق METER‏ استنتج من المبرهنة )١7-1(‏ أن M‏ 
مثالى أعظمى فى ۸ إذا وفقط إذا كان RIM‏ حقلا . 

(Zom's Lemma) a uela YY‏ (انظر s‏ صفحة YY‏ بالمرجع 
[Kelley, 1955]‏ إذا كنت لم تطلع سابقا على هذه المأخوذة) فى إثبات أنه يوجد 
Jt‏ أعظمى فى كل حلقة إبدالية غير صفرية وبمحايد. واستنتج dora al‏ 
تشاكل غامر من هذه الحلقة إلى حقل . 

٤‏ أثيت Meque napi‏ : إذا كانت R‏ حلقة إبدالية 53% )0( R^‏ ولها 
بالضبط مثاليان op‏ ۸ حقل . عمم باقى التمرين Lal‏ 


CP? o 


لقد لاحظنا فى الفصل السابق» كيفية بناء حلقات جديدة من حلقات معطاة بتكوين 
util gi o clie‏ اة ف andina Lait,‏ ثلاث بق Ve kage,‏ 
المجموع المباشر لحلقات . Go sag a8 tale‏ یات Las aiiis, Be‏ 
لعناة FIO PUPA TRAVEL ol sll‏ إلى معحفظة chev poll ld‏ وسيكون ذلك 
مفيدا فى إعطاء نظرة فاحصة إلى مبرهنات معروفة» كما يساعد فى جربة مدى صحة 
بعض التتائج المنوقعة . وثانيها إنه من الممكن في بعض الأحيان coL‏ أن بعض الصضفات 
الجبرية يكن أن ترثها الحلقة من مركباتها التى استخدمت في بنائهاء وبالتالي تعميم 
مبرهنة ما إلى فصل أكبر من الحلقات . وثالثها إنه من الممكن إثبات مبرهنات تنص على 
أن حلقات معينة نرغب في دراستها يمكن بناؤها اعتمادا على حلقات معروفة لدينا. 


-١‏ امجموع المباشر 
نفرض أن ,... , R‏ جماعة منتهية من الحلقات. نفرض أن ۸ هى الجداء 
الديكارتي R ole paseal (cartesian product)‏ ونعرف العمليات على R‏ بواسطة 
oll‏ ات get aS‏ 
Tibi a Se UP E. VE 4)‏ ل D ooa‏ 


Paus CD SRF gaye FD 


E | 


Y‏ $ الحلقات والحلقيات 


(son TS yd) mU usati) 
يكن بسهولة إثبات أن هذه العمليات تجعل ۸ حلقة ويكون (0 ,.., 0) هو صفرها. كما‎ 
(coordinate projections) نلاحظ أن الإسقاطات الاحداثية‎ 
T ns iu T) E. 
ونعرف هذا المجموع المباشر عندما‎ LR هي تشاكلات غامرة من الحلقة ۸ إلى الحلقات‎ 
. هذا التأويل سيكون ملائما أحيانا‎ OY e {0} بأنه الحلقة الصفرية‎ n = 0 


(T)‏ تعريف 
اما ۴ ا معرفة أعلاه هى ا جموع المباشر ا خارجي (external direct sum)‏ 
oe Rss Rolls U‏ هر انها ga JU‏ 
Ki Dan OR‏ 


ملاحظة 

يوجد غموض معين فى التعريف المعطى . لنفرض أن ,؟ و r,‏ لا ينتميان ka‏ 
إلى ,۸ بل إلى ر۸ أيضا. إن الرمز 5 + ٣‏ غامض» حيث لا يعرف الجمع هل هو الجمع 
في ,۴ أو الجمع في ر۸. وحتى نكون أكثر دقة» يجب أن نوضح العمليات في كل R,‏ 
بشكل محدد ونكتب S,‏ ,+,” أو ما شابهه . ومع ذلك» نشير إلى أنه من غير المحتمل أن 
تسبب هذه النقطة غموضا ولذلك لن نتابع نقاشها أكثر . 

من all‏ أن ندرس الجموغ الباشر الخارجى بشكل أكعردقة. تفرض أن ر 
مجموعة كل العناصر )0 ,... ,0 ,7 ,0 ,... (O,‏ من ۸ لكل sl ti= 1, ..., N‏ مجموعة 
عناصر ۸ التي تكون كل مر كباتها أصفارا ما عدا المركبة التي رقمها ا التي من المحتمل 
VI‏ تساوي صفرا. يستطيع القارئ - بسهولة - أن يثبت أن ,7 تشكل مثاليا في الحلقة 
CR‏ ويعطينا اقتصار الإسقاط الإحداثى ,7 على WES,‏ بين ,7 و ,۸ (يلاحظ أن YR‏ 


تشكل حلقة جزئية من VIR‏ إذا كان 1 (n=‏ . كذلك uj Di =R‏ كان ;2,4 


J*i i-l 


بناء حلقات جديدة eT‏ 
يتكون من كل عناصر SIR‏ مركبتها رقم 1 تساوي صفرا فإن OF‏ = رك رخ 0 إل . 
j*i‏ 


هذه الحقائق تؤدي إلى eu‏ التعريف التالى : 


(Y-Y)‏ تعريف 

إذا كانت ۸ حلقة وكانت ,ل .... ,ل مثاليات فى ا حلقة بحيث إن 

R= 2 (1) 

i=] 
alast دصرل كل‎ J; =0} (ii) 
jzi 

فإن ۸ تسمی المجموع AM‏ الداحلي J  تايلاثملل (internal direct sum)‏ 
ونكتبها بنفس طريقة كتابة المجموع المباشر الخارجي› ,7 © ...® ,7 = ۸ وعندما 
0 = ۸ فإننا s p‏ التعريف بقولنا إن الحلقة الصفرية )0( هي المجموع المباشر الداخلي 
ملجموعة خالية من المثاليات . 

سيتضح سبب استخدام رمز المجموع المباشر الخارجي للتعبير عن المجموع 
المباشر الداخلى بعد المأخوذة التالية . يمكن أن ينظر إلى المجموع المباشر الخارجي على 
أنه oly‏ حلقة أكثر تعقيدا من حلقات معطاة بينما المجموع المباشر الداخلي هو تهشيم 
الحلقة المعطاة إلى ENTE‏ 


(T-T)‏ مأخوذة 
إذا كانت ۸ هى المجموع ا مباشر الداخلى لثالياتها ل ,... ,رلم لفإن لكل عنصر 
gr‏ ۸ تثيل وحيد على الصورة التالية : 
Fa FFE bt,‏ 


. والعمليات على ۴۸ هى عمليات على ال مركبات بالنسية لهذا التمثيل‎ r EJ du 


td‏ الحلقات والحلقيات 


اللروهان 
لا كان ,7< R=‏ فإن كل عنصر فى ۸ له على الأقل تمثيل واحد على الشكل 
المعطى فى منطوق المأخوذة . لنفرض أن له تمثيلين : 
واد م ع الواح sla a‏ 
حيث 67 ۸ cn,‏ وبالتالي فإن : 
i-7 = Yri-n)eno 3-0‏ 
je j*i‏ 
لذلك cn =7 op‏ وبالتالى op‏ التمثيل وحيد. 
نلاحظ أنه كنتيجة لفروض الخحلقة نحصل على : 
ta oc ETP‏ ا سل Te PE‏ وي سه Ir Fa er‏ 
لاس as ce” ie we E a‏ ع 
حيث ,ل € ,5 ,,/. لما كان كل ,ل مثاليا فإنه حسب الشرط (ii)‏ من تعريف المجموع 
الماشر الداخلى: 
cI, I, = {0} l‏ ف لحل زه ] 
إدن : 
0 = .5 ” إدا کان ز iz‏ 
وبالتالي 

EEF IGS FE BEE الح(‎ EF ES ۰ 

باستخدام نفس رموز منطوق المأخوذة (Y-Y)‏ يلاحظ أن التطبيق ١ r‏ : 7 
حسن التعريف من © إلى ,/.. يسمى T,‏ الإسقاط من ۸ على Lo MJ,‏ بالتفريق 
J ® ... OF,‏ = ۸ ولأن العمليات على ۸ هي عمليات على المركبات فإنه يكن 
بسهولة ملاحظة أن ,۶ تشاكل غامر . 

Ja- S.‏ أن العلاقة بين المجموع المباشر الداخلي والمجموع المباشر الخارجى 
أصبحت OV‏ واضحة» حيث لاحظنا أن المجموع المباشر الخارجي لمجموعة من 
الحلقات R,‏ ,... ,۸ هو المجموع المباشر الداخلي لثاليات ,۸ = .J,‏ من ناحية أخرى . 
I51‏ كانت R‏ المجموع pom‏ الداخلى cU Jul‏ ,ل dues‏ فهي PE‏ المجموع pom‏ 


بناء حلقات جديدة £0 
الخارجى ل,ل. فى الحقيقة التطبيق arc gir (rn, ..., P.)‏ العنصر في ,ل في 


H 


iz] 


فالاختلاف الأساسي بين المجموع المباشر الداخلي والمجموع المباشر الخارجي هو 


s 7 
l = 4, © بدأ‎ 

نفرض أن V, 5 V,‏ هما التشاكلان الطبيعيان من L VE‏ = 7/217 و إلى LBL =L,‏ 
على التوالي ولنعتبر التطبيق : 

n> (v , v,(n))‏ : © من 4 إلى المجموع المباشر الخارجي -L BL,‏ يكن 
AS UI‏ يسهولة من كون8 تشاكلا eV s S‏ :ذلك للقارئ. يكر ن ۶ عتضر ا فى النواة ]ذا 
وفقط إذا كان )0 ,0( = (Vy) , V,(71))‏ أي إذا وفقط إذا كان 0 = Vn) = 0 V. (n)‏ 
OB ale g‏ 

kerý = kerv, r^ kerv, = 2/7 34 = 64 
pols نلاحظ أن فى .7/61 ستة‎ . = 1/64 = imo : يكون‎ (A-Y) إذن باستتخدام‎ 
bel, sae AR (a, b) بما أن عدد الأزواج‎ . poles فيها ستة‎ imp وبالتالي‎ 
L2 /,, OL, وبالتالى‎ 1٣4 = 7, © £, ob 

إا رقبنا gai‏ عد ,7 كمجموع مباشر داخلي OS,‏ رل لمثاليات A, gh, BU‏ 
على التوالي فإننا نستطيع أن نعمل ذلك بالتفكير مليا فيما يجري هنا. باستخدام برهان 
(A-Y)‏ يكون لدینا التماٹل LL, OL,‏ :۷ الذي يجعل الرسم التخطيطي التالى 


إبداليا . 
ل 


hs O, 


S Z 


6 





s"‏ الحلقات والحلقيات 


وإذن ۷ يكون في الواقع معطى بواسطة Z, «oM . w([a]) = (v (a), v.(a))‏ © ,7 
هو المجموع المباشر الداخلي J‏ © 15 حيث يحوي J5‏ كل العناصر )4,0( ويحوي 
JA‏ كل العناصر b)‏ ,0). إذن باستخدام التماثل ۷ يكون ,ل © رل =[ حيث 
J = y (J7)‏ لکن (J5)‏ املا (J3), kerv, by‏ الا يناظر ckerv,‏ وإذن 
v^ (72) = €10], [31}‏ و }41[ ,]2[ ,]0({ = v (J3)‏ 

سيجد القارئ أنه من المفيد لو تحقق بصورة مباشرة من كون ,7 هي المجموع 
المباشر الداخلى ل رل ,رل p GS‏ تعريفهما سابقاء وأنه يوجد DU‏ بين ,ل ورك و LL,‏ 
على الترتيب . باستخدام نفس الطريقة يمكن إثبات أن : 
إذا كان n, S‏ عددين صحيحين لا يوجد بينهما عوامل مشتركة سوى ±1 . 


—Y‏ حلقات كثيرات الحدود 

قد لا تحظى هذه الفقرة بالاهتمام الكافي من القارئ لكون كثيرات الحدود من 
الموضوعات المألوفة لديه فى دراسته السابقةء لذلك نود أن نشير إلى أن هناك نوعين 
متداولين من كثيرات الحدود ومرتبطين مع بعضهما . وقد يؤدي هذا الترابط إلى بعض 
الإرتباك الذى نود تحذير القارئ منه . سنعطى فى هذا البند تعريفا دقيقا لحلقة كثيرات 
المدودوتوضم كيف por ead‏ خن za xl às dl s‏ العادي pbc‏ في كيرات 
الحدود. وبعد ذلك سندرس العلاقة بين حلقات كثيرات الحدود وحلقات مرتبطة بها 
Tu‏ حلقات دوال كثيرات الحدود املين ol‏ يزال HLS I sl‏ 


(E-Y)‏ تعريف 
لنفرض أن أية حلقة . حلقة كثيرات الحدود (polynomial ring)‏ على ۸ ھی 
de pares‏ كل االات لا اماتا ۰ 

Vet aver] 
يساوى صقرا . تعرّف عمليات‎ Y يكون عدد منته فقط من حدودها‎ | ir e Rc 
rh Ws aad 


بناء حلقات جديدة ¥ 


Fg Fig قاع‎ Nou m DE PSF لسو قف عه‎ 
]ا اياي كات‎ Bag م‎ oe) 


IU MICA — «> Beg Big ane) 


GY يلاحظ أنه يظهر فقط عدد منته من ا حدود في هذا المجموع‎ à 7 = Y ris, tu 


j+k=i 
0<j, K> : ز فإن‎ + k-ioll 
أن المتتاليات التي سبق الإشارة إليها هي تطبيقات من نوع‎ SUL من الجدير‎ 
ومع ذلك نفضل أن نتجنب هذا الترميز‎ LR عه الملجموعة ,1,2 ,0{ إلى‎ pes 
الصحيح من الناحية الفنية خوفا من أن يخفي الحقيقة عن العين غير الثاقبة ونترك التعبير‎ 
. عن ذلك الترميز للمتضلعين فى هذه الشكليات الرمزية‎ 


(0—Y)‏ مبرهنة 
ينتج عن اليناء المذكور أعلاه i dal~‏ 


Qoa JI 

لنغرض بصورة مؤقتة أن R‏ مجموعة المتتاليات المذكورة آنفا. سنثبت أولا أن «العمليات» 
المعرفة سابقا عمليات على R‏ : نفرض أن لس بط اد ل ,)55( Jl a SS‏ 
من ۸ . نختار 0 sm, nz‏ إن 0 = ,لکل :7 < : و 0 = ,لکل ۸ < زر ونفرض 
أن max (m, n Y‏ دل وبالتالى فإن 0 = 5+ ,لکل / < ؛ وإذن R‏ € و+مء كذلك من 
الواضح re Rol‏ -. أيضا : 

(rs), = » ris, 
j+k=i 

1 2+۸ +1 أن‎ 2 5 Gata i )ترمز إلى المركبة رقم‎ (, eu) 
زء فى الحالة الأولى‎ + ۸K = حيث:‎ rs يلاحظ أنه إما2” < ز أو ۸ < # فى كل حد‎ 
لكل‎ (rs) = 0 وبالتالى فإن‎ rs, = 0 وفى الحالة الثانية 0 = وإذن فى كل حالة‎ ٣ =0 


"n + + [‏ < ¡ ویؤدی هذا إلى أن ee R‏ 


يجب أن نثبت الأن أن شروط الحلقة متحققة . من الواض ضح أن عملية الجمع 
ilas‏ تجميعية وأبدالةء gone) Mod al‏ 0 ,0( صفر الخلقة . Mas‏ 
r+(—r)=0 (= (0, 0, ...((‏ 
لكل pA 8 ena. ٣ € R‏ . لكى نثبت أن ۸ شبه 
po $43‏ دة يجب S O‏ ایت اهمها لبر ب سل ابيب - قرفي اا HAS a‏ 
الى R dis (tel‏ :ادن 


((rs)t), = 2 (rs), t; = ` Y 7 37 


i+ j-n i+j=n \k+l=i 


= >. Fk Sil} 


kl j-n 


(r(st)), - > (st), = x 3 sit; | 


k+i=n k+i=n [+ j=i 
kl j=n 


(rs) = r(st) 0315‏ سنترك إثبات قانوني التوزيع كتمرين . وهكذا op‏ ۸ تشكل حلقة . 


لنقارن التعريف المعطى بالتعريف العادي لكثيرات الحدود . تعمل هذه المقارنة 
بطر يقة أك رمناسية لز كانت #جحايذ»: لذلك سنقترض عل الخالة . يستطيع القارى 
sie [^ 2 i; a “a |‏ 
Dg -‏ - أن bah‏ أن التطبيق )... ,0,0 (r,‏ 9 ع [SLI‏ سايق سن R SNR‏ 
وبالتالى قإن مجموعة كل المتتاليات (... ,0,0 (r,‏ تشكل حلقة جزئية من ۸ PE‏ ۸. 
ننظر إلى ۸ وكأنها حلقة جزئية من R‏ بمطابقة كل R pare‏ © مع المتتالية (... ,0 ,7) . 
R (65‏ العتصر (...,0 ,1 ,0( الذى ستسميه* . يلا Jam‏ من تعريف الضرب أن" 

)...,1,0 3 جك 2 ع ادوع شاع ,6 ,0,6 = 

وكذلك 


n2] js} x = )0, 0, ..., 0, 1,0, ...) 


Hn 


di جديدة‎ lil بناء‎ 


يلاحظ باستخدام تعاريف العمليات على ۸ ما يلى : 
(E fu E 0, m 5,0, 0,0, ve) 0 Od) (0, ka) + e‏ 
pt"‏ ورت لع ,1,0 ,0,40 ld, o,‏ ,+ 
n‏ 
حسب المطابقة التي سبق أن أشير إليها . وهكذا فقد ت التعبير عن المتتاليات بصيغة 
asd able‏ ابت الحدود : 


oa! 

نظرا إلى الملاحظات السابقة. سنرمز للحلقة R[x] 52 JL R‏ وتسمى حلقة 
ols‏ الحخدود على ۸ بمتغير واخل X‏ نسمى عناصر ۸» التي طابقناها مع عناصر 
R[x]‏ بكثيرات الحدود الثابتة . سنعبر إبتداء من OV‏ عن كل كثيرة حدود بالضيغة : 

at oc FP XM‏ رحد 

أن كثيرات الحدود يمكن التفكير فيها كمتتاليات معاملاتها من حلقة بدلا من اعتبارها 
نوعا من الدوال . نستطيع فى أوقات الجاحة الرجوع T.‏ استتخدام المتغاليات للع 
عن cS‏ ات الحدود. 






(NY)‏ تعريف 

: حلقة بمحايد . ونفرض أن‎ ۸ NE 

put +? £ شيرج‎ ERD 

إذا كان 0 ۶ J zr,‏ إن درجة ap (degree)‏ ۸ ونکتب ۸ = Ap)‏ . هذا يرفق 
درجة بكل عنصر غير صفري في RAI‏ سنتفق حتى نكمل التعريف على أن 
ALLS. AQ) 2 — oc‏ قان 2 عو Gb‏ ف [m U(- co} REX]‏ 
E = {0, 1,2, ...}‏ من المفيد أن تمنح الرمز )99 -) بعض الخواص بتعريف ما يلي : 

مه — = بر + زم —( ع زمه ) n+‏ 


(— 99) + (7 99) = (= 0) 


all E‏ والحلقيات 


(— co) > A 


nel, لكل‎ 


(۷-۴) مأخوذة 
إذا كانت q € R[x]‏ ,م öli‏ 
Xp + q) < max (Xp), Aq)} (i)‏ 
Xpq) > Ap) + Xq) (ii)‏ 
(iii)‏ فى حالة كون R‏ حلقة تامة فإن 
pq) = Xp) + Xq)‏ 
فى هذه ا حالة R[x]‏ تشكل حلقة تامة أيضا . 


اللرهصان 
Ke‏ نات انی el‏ سو له lates‏ تكرق وا دامن وبأو Leal‏ شاو 
فقوا pew HUY‏ فقن آذ 
Par tr REG FEN (r, #0)‏ 
Gab PS, ups y" (s #0)‏ 
وهكذا ol‏ : 
Xp) = n, cq) = m‏ 


[ 
ep *q)€l وبالتالى فإن‎ pt+q= » (r t s; )x' فان‎ l = max(m, n) ادا كان‎ 
١ i=0 
AA hols), S145 . = $ F; Sk کی أن‎ 9 (Hl) 6.9 a Lay 
j*k-i 


nmn 


(o-Y)‏ يكون 0 = ٤‏ لکل ۸ i» me‏ وبالتالى pq = ١ t; x!‏ وعليه فإن: 
i=0 1‏ 


o(pq) > Xp) + Xq) 


بناء حلقات جديدة o!‏ 


أيضا ,۳,3 = (pq),‏ . إذا كانت ۸ حلقة تامة يكون هذا العنصر غير صفري» و بالتالى 
Apa) =m+n‏ في هذه JU‏ . بوجه خاص 0 olus «pq x‏ ال بدال في REX‏ ينتج 
عن الإبدال فى ۸ والمحايد 1 فى ۸ هو نفسه محايد ضربى فى CR[x]‏ وعليه فإنه إذا 
كانت R[x] oU ils ttle R‏ حلقة تامة . 00 

تسلك حلقة كثيرات الحدود R[x]‏ بشكل جيد عندما تكون الحلقة R‏ حقلا 
ولنسميه LK‏ حيث إن اهتمامنا سيتركز يشكل خاص على هذه الخالة فإننا سندرس 
خواص الحلقة K[x]‏ بشكل أكثر تفصيلا . الخاصة الأساسية للحلقة K[x]‏ هى الخاصة 
التالية التى تذكرنا بخاصة خوارزمية القسمة (Euclidean Division Property)‏ 
wasalla‏ والتى سبق الإشارة إليها فى نهاية الفصل الثانى. سنستخدم K‏ 
دائما للتعبير عن الحقل . 


(A—Y)‏ مأخوذة 
لنفر ض أن b e K[x]‏ ,© وأن 0 + 28 عندئذ توجد کثیرتا حدود وحيدتان q, r‏ 
K [x]‏ ع CL‏ كا 


a=bq+r, er) > ob) 


اللرهان 
سنثبت وجود ۲ ,4 باستخدام الاستقراء (induction)‏ على Ka)‏ . سنلتزم 

بالتفصيل أكثر من العادة حتى تكون طريقة الإثبات واضحة . لكل ... ,1 ,0 n‏ نفرض 
أن P(n)‏ تمثل التقرير الذى ينص على وجود r‏ ,9 عتدما (a) > n‏ . بللاحظ أن P(0)‏ 
يمثل التقرير الذي ينص على وجود ۲ ,۾ عندما 0 = ۾ ويمكن اعتبار 0 = ۲= بن فى هذه 
ULL‏ ستغرض أن tle Pn)‏ وتيت أن 19 tle Pn t‏ للك فرعن أن د 
لها Ax ua)!‏ : 

a=a,+a,x+..+a x (a #0) 
و6 لها الصيغة:‎ 

b-b +b +ع‎ ... + bx (b, 40) 


-a,b x"! b تنعت‎ < lols ls) .g=0, roa تعر‎ «n > إذاكان‎ 
مثلا . لقد رتبنا الأمور بحيث إن معامل "× فى © يساوي صفرا وبالتالى‎ c تساوي‎ 
۰ | : نستطيع كتابة‎ P(n) وإدن باستخدام‎ O(c) «n 
c = bq, +r , 007( > o(b) 
وبالتالي‎ 
= b( qo +a, bi. 4 r 
= نوم‎ +r , er) > (b) 
qq, 7 وهشكذا فقد تم إبات وجوة‎ g = qo + diy x as. 
: نثبت الوحدانية» نفرض أن‎ 
bg+r=bq'+r'; a(r), a(r") > a(b) 
: ob وبالتالى‎ 
gg =F =T 
أن‎ (Y-Y) وينتح عن المأخوذة‎ 
Alr’ - r) € max{d(r), o(r)) < a(b) 


o(b(q — q^) = 9(b) + 9(q — q7) 
ولكن ذلك لن يحدث إلا ]15 كان‎ Ob) + 9(q - q^ > 9(b) وهذايؤدي إلى أن‎ 
. م - = ( و - 0)4 لذلك 0 = ب - ب وبالتالى 0 -م- “م‎ 


i 
: ونفرض أن‎ CE KU نفرض‎ 
مواد مودي‎ X a ta x € قاط‎ 
للدلالة على العنصر‎ a(c) S 
gc 4 CF on FEE 
ل ©. سنترك للقارئ» كتمرين‎ (root) جذر‎ co] فإننا نقول‎ a(c) = 0 كان‎ I3] . K من‎ 
SKB] تشاكل حلقات من‎ | e a — ale) التطبيق‎ ce K ثابت‎ Laud Ol إثيات‎ 


oY bu حلقات‎ ely 


. صورة لكثيرة حدود ثابتة)‎ K كل عنصر من‎ OY (فى الحقيقة هو تشاكل غامر»‎ K 
متطابقات كثيرات الحدود كما سنرى‎ K ستسمح لنا هذه الحقيقة بالتعويض بعناصر‎ 
. ذلك فيما يلى‎ 


(-4) مأخوذة (مبرهنة الباقي) 
لنفرض أن c > K‏ ولنأخذ ط ا مذكورة فى ا مأخوذة (x - © a Ls (A- Y)‏ 


. = afc) فيكون‎ 


اللرهان 
لما كان م + ٥(4‏ -<) = ۾ وحيث إن 1 = (© -0)12 > (0)7 فإن r‏ كثيرة حدود ثابتة . 
نعوض » = × في المعادلة السابقةء أو بشكل أكثر دقة » نستخدم التشاكل f(c)‏ ج .f‏ 
هذا يودي إلى أن : 
م ع مر + (ح ع a(c)- g(c) (e‏ 


)١١-5(‏ نتيجة 


A تقسم‎ (xX - €) فإن‎ cat dec و‎ € K وکان‎ ca ع‎ K[x] إذا كانت‎ 


ole VJ 
: باستخدام المأخوذة )4-1( نحصل على‎ 
a —(x—c)q- alc) 
—-(x—-c)q 
. حسب الفرض‎ a(c) = 0 OY 


AUS ya )١ Y-T) 
ا جحذور‎ pon على الأكثر‎ Jn < 0 التى تساوى درجتها‎ 4 E K[x] كثيرة ا حدود‎ 
JK المختلمة فى‎ 


LaL. , الحلقات‎ oí 


البرهان 

لتكن C,‏ ,... ,ر٥‏ ,© جذورا مختلفة aJ‏ فى . سنثبت باستخدام الاستقراء أن 
ومسو ومع سه صلم من (x €) TABLAS Seagal‏ تسو PAS d‏ 
أن ( © -2) ... (x- c)‏ تقسم 4 حيث ۸ > 1. Jub;‏ فإن : a=(x—-c))...(x-c)q‏ 
c, OU .q e K[x] Co‏ حدرا ل2 فان: 

ل E = DAE‏ سمل فى نم ده =e ae.)‏ 

وإذن0 = egle)‏ وعليه فان c,‏ جذر ل ۾ وبالتالى c. OB‏ - × تقسم 4 حسب 
النتيجة CY - Y)‏ وهذا يؤدي إلى أن : 


È 


/ 


im = E) E E Jg 
: أن‎ A بهذه الطريقة‎ 
a E) us EJF 
.۸ = 0(a) < k ع 7 وبالتالى‎ 0 Oba ± 0 ولا كان‎ Oa) = ۸ + 0)¶( ويكون‎ 
بين كثيرات الحدود التى عرفناها‎ BI لتدرس‎ OW قد يكون الو قت مناسبا‎ 
(A) حلقة إبدالية بمحايد . نستطيع كما في مثال حلقة‎ R لتكن‎ . abl ودوال كثيرات‎ 
المجموعة ۸۴ (مجموعة كل التطبيقات من ۸ إلى نفسها) حلقة باستخدام‎ [at أن‎ 
: العمليات النقطية المعطاة كما يلى‎ 
آي‎ + Bir) -JUO 90) 
== 
Per) = f(r) g0) 
.r € RJSJ f. فق‎ e R^ SJ 
مع كل 6 تطبيقا‎ 3 —.a-a ta × + ...+ 4, ×" € R[x];- S 
: أن‎ sl بطريقة واضحة؛ء‎ O(a): ROR 
Nara tartara" | (PER) 
يلاحظ أن 8( بصفة عامة» ليس متبايناء‎ RE تطبيق من [×]۸ إلى‎ OO وبالتالي‎ 
حك قد دد كرات جدود عتتتاقة تقس الى مد 8 إلى تسيا كال ا‎ 
344-168 AS cals أولي.‎ aep عنصرا وحيث‎ p ليكن ,7 = ۸ الحقل الذي يحوي‎ 
هى زمرة ضربية‎ cL, المجموعة و1 » مجموعة كل العناصر غير الصفرية فى‎ x? — x 


بناء حلقات جديدة 00 


رتبتها 1 - م. وإذن كل عنصر 0 + فى Geel‏ المعادلة 1 = Pt‏ وهكذا فإن 
-r-0‏ ” لكل ٤ Z,‏ بما فيها 0 rm‏ يعنى هذا أن التطبيق الذي bly‏ كثيرة الخدود 
x‏ - #دهو التطبيق الصفري بالرغم من أن a - x‏ لا تمثل كثيرة الحدود الصفرية . 
سنت الآن أن 6 تشاكل حلقات مق R[x]‏ إلى R*‏ . نفرضن أن a,b e R[x]‏ 
بالسماح لبعض المعاملات أن تكون صفرا نستطيع كتابة : 
n 5 Hn‏ 
a= S ajx' , b=) bx‏ 
i-0 i=0‏ 
OB JUL‏ : 
a* b = Ù (aj +b; )x'‏ 
i=()‏ 
H Fl : N l‏ 
0)a+b)(r) => (a; * bj)r' = V ar +Y br‏ 
i=0 1-0 =0‏ 


= Kar) + e(b)(r) = (Ha) + 8(b))(r) 
Lä . ۸“ وذلك حسب تعريف الجمع في‎ 


2n | 
»- Y IE 


i-0 V j+k=i 
: وبالتالي فإن‎ 
28 - | 2n | | Í 
O(ab(r) = . > a; b, |r’ = > 3a; p. hi r^ 
i=0 V j+k=i i20 | j+k=i 


= Ear! ($n) 
=0 k=0 


= &(a)(r).&(b)(r) = (Ha) 0)6(()( 


CHER Ó 1d‏ والحخلقات 


وذلك حسب تعريف الضرب RE‏ وعليه فإن 8 تشاكل حلقات . تسمى 11110 حلقة 
دوال كثيرات الحدود على R‏ لذلك يكون التطبيةٍ f e RF‏ دالة كثيرة حدود إذا وفقط 


سا 


n 
أن‎ b> dt .r € R لكل‎ f(r)= Y air فحيث إن‎ d, d, ER de» إذا كان‎ 
i=Q 
U 25 542, R كل عناصر [۸]۸ التي تتلاشى عند التعويض بعناصر‎ 63 ker 
م - 4 . فى حالة‎ e ker إذا وفقط إذا كان‎ RP نفس التطبيق فى‎ a, b e R[x] حدود‎ 


کون ۸ حقلا يكن بسهولة إيجاد معيار للتطبيق 0 حتى يكون متباينا . 


)١ YY)‏ مبرهنة 
يكون التطبيق K“‏ ج K[x]‏ :0 ا مذكو رأعلاه متباينا إذا وفقط إذا كان × غير 


č- 


البرهان 

نفرض أو لا أن غير «za‏ . لتكن ker‏ © ۾ فيكون 0 = (4)7 لكل shore K‏ 
أن كل عنصر من K‏ هو جذر ل©. نلاحظ حسب مبرهنة )١1-1(‏ أن أى عنصر غير 
صغري فى K[x]‏ له عدد منته من الجذور ويؤدى هذا إلى أن 0 = ۾ لأن ج لها عدد غير 
don‏ من الحذور " Gov ltl s ker? = {QO} SEIE‏ متباين ; 

h > عندئد يكون‎ 10 pols Yd eee r Ol ولنفرض‎ pate × أن‎ OVI کر‎ 
pe هذه كل‎ ees poner Kix] من‎ Ge عير‎ a (X— r) iss (x—rJ) s 1 
كان‎ 15 ker8 # (05 22! : ) 8۲9 pols من‎ pare وبالتالى فهى‎ "NU K من عناصر‎ 

إن فكرة العنصر الأولى فى الحلقة K[x]‏ (حيث K‏ حقل كالعادة) هى خاصية 
cag‏ وهي فكرة مشابهة جدا لتعريف العدد الأولي في حلقة الأعداد الصحيحة. 
ومن الکن Od‏ بت انكل مقر عن K[x]‏ یکن كتابته كحاصل ضرب عدد من 
K[x] pols‏ الأو لية بطريقة وحيدة . لن نتابع هذه النقطة. حيث ستناقش بشكل PS)‏ 
تفصيلا مستقبلا . فى الحقيقة سيتركز جزء كبير من الفصل التالى على خواص تحليل 
(factorization)‏ من هذا النوع ; | 


ov حلقات جديدة‎ elo 


۴ — حلقات المصفوفات 
إذا كانت ۸ آی > حلقة. فإننا نستطيع أن نعرف M (R)‏ - مجموعة كل المصفوفات 
من النوع ۸ × 7 التى عناصرها فى R‏ بنفس | الطريقة يقة في حالة کون ۸ ou‏ .5 3 

الجمع والضرب بالطريقة العادية» فإن M (R)‏ تشكل حلقة . يكن إثبات ذلك بنفس 
الطريقة كما فى حالة الحقل . والسبب الرئيسى لدراسة المصفوفات على حقل قبل 
غيرهاهو isi‏ ها الطبيعى عند دراسة التحو m‏ الخطية (linear transformations)‏ 
للفضاءات المحجهة على حقل . لما كنا ستدرس الحلقيات (modules)‏ على خلقة وال 
Glo oar‏ بطريقة ما عنتما سكيد ل fim‏ الفضاءات gel‏ يشى + أعم وعو TALI‏ 
فإنه لن يكون مستغربا لو تعرضنا لمصفوفات على حلقات معينة في مكان آخر في 
الكتاب. لن نحتاج إلى معلومات كثيرة عن حلقات المصفوفات» لكن الملاحظات 


التالية لها أهمية عامة . 
ملاحظات 


(rs + 0 بحيث إن‎ ۸ 5 € R (أي يوجد‎ R? ± {0} حلقة وأن‎ Rol نفرض‎ - ١ 


فيكون : 


TO sir O 0 0] [0 rs r OO sl 
H di |= 1 1 Alo 0 | 1 p 1 1 
. غير إبدالية‎ M (Rf) فإن‎ n» 2 غير إبدالية . بالمثل عندما تكون‎ MR) ob وعليه‎ 
. إبدالية إذا وفقط إذا كان 1 = ۸ وكانت ۸ إبدالية‎ M (R) فى الواقع > تكون‎ 
. نقول بشكل دارج إن (1,)۸ لها كثير من الحلقات الحزئية وقليل من المثاليات‎ - ۲ 
(upper trianglular تكون المجموعات الحزئية للمصفوفات المثلثية العليا‎ 
«(lower triangular matrices) والمصفوفات المثلثية السفلى‎ c matrices) 
مجموعة معينة‎ polis والمصفوفات القطرية وكذلك المصفوفات التي تكون‎ 
يستطيع القار ئ المهتم‎ . abd rhe IA 
M D) هى بالضبط المجموعات الحزئية‎ M, (R) أن يثبت أن المثاليات في الحلقة‎ 


JR C 


المحلقات والحلقيات 


OA 


E. e M (R) نستخدم المصفوفات‎ ol sole قن التعامل مع المصفوفات‎ all من‎ -Y 


التي عددها tn?‏ حيث يساوي عنصر المصفوفة SE,‏ الموقع (i, j)‏ المحايد. 
ويساوي باقى عناصرها أصفارا (نفترض طبعا أن R‏ حلقة بمحايد) . إذا كان 
MUR)‏ > ),7( فإنه يكن التعبير عنه بطريقة وحيدة كتركيب plat‏ على 
الصورة .2 Er‏ إذا كانت ۸ ھی الحقل «K‏ فإن M (K)‏ تشكل فضاء متجھا 
ذا بعد n^ (dimension)‏ على K‏ والمصفوفات ٤‏ تشكل أساسا (basis)‏ له على 
K‏ يلاحظ أن ضرب المصفوفات E,‏ هو حسب القاعدة : 
E, E, 7 6, E,‏ 

حيث ,6 هی دلتا كرونكر (Kronecker delta)‏ ويمكن بسهولة التأكد من أن 
be MK)‏ جبرية (algebra)‏ على الحقل K‏ حسب التعريف التالى : 

K عل‎ lace اتر ف‎ ESA مسر‎ aK الخال‎ Jeu dH 
: بحيث يكون لهما نفس بنية الزمرة الجمعية ويتحقق الشرط‎ 


A(ab) = (Aa)b = a(Ab) 
لن نحتاج إلى هذا التعريف المهم في كثير من‎ .À € K ولكل‎ 2, b e A لكل‎ 
. الموضوعات فى هذا الكتاب‎ 


يكن تعريف التطبيق ۸ ج det : M (R)‏ الذي يرسل المصفوفة إلى محددها 
(determinant)‏ فى حالة كون الحلقة ۸ إبدالية بنفس الطريقة التى عرف فيها 
فى UE‏ کون ۸ حقلا . رمك التأكد من Toe‏ كفي مق عتراض ddl‏ 
على Aa‏ إبدالية بس od CALS US dds all‏ المجدوات عار c Jm‏ دون 
تغيير فى البراهين» وبعض هذه الخواص سنحتاجها مستقبلا . 


تمارين على الباب الثالث 
أي من فصول ال خلقات التالية يكون مغلقا تحت تأثير تكوين : 
(i)‏ حلقات جزثية (ii)‏ قات Land‏ 


(iii)‏ المجاميع المباشرة (iv)‏ حلقات كثيرات الحدود 
(v)‏ حلقات المصفوفات ؟ 


04 خلقات جديدة‎ els 


)١(‏ الحلقات ASV)‏ (ب) الحلقات بمحايد 
)~( الخلقات العامة ( د )الحقول. 

Mle برهانا أو مثالا مناقضا لكل‎ bel 
ولتكن ۸ أية حلقة . آثبت أن ؟۸. المجموعة التى تحوى‎ S= 41, 2, ..., n) لتكن‎ 
كل التطبيقات من 5 إلى ۸ والتى تشكل حلقة تحت تأثير العمليات النقطية كما‎ 
نسخة من‎ n J ۸® ... OR المجموع المباشر الخارجي‎ PU (A) في مثال حلقة‎ 
R 
مجموعة جز ثية من‎ E منتهية فيها هن العتاصرء وأن‎ ie pina X نفرض أن‎ 
: بالقاعدة‎ (E (التطبيق المميز ل‎ y: × ولنعرف التطبيق ر ج‎ (X 

x, (x) =0 (x € E) 

xU) 1 (x € E) 
حلقة‎ JU هى معرفة فى‎ LS) P(X) من الحلقة‎ WEE يشكل‎ E xy, أثبت أن‎ 
ل ورهن الجمحات‎ P(X) LD ... © Zo) wel. 12 إلى الحلقة‎ ))0 
السابق:‎ Bagel باستخدام‎ (summands) 
زمرة‎ 7 SRJR = ۸ © 7 لتكن ۸# أية حلقة . اعتبر المجموع المباشر الخارجي‎ 
: بالقاعدة‎ ROL الضرب على‎ Gye 5 جمعية‎ 

(r, n) (r, n) = (rr +nr -nr,nn) 

أثبت أن ذلك يجعل R‏ حلقة مع )1 ,0( كمحايد» Oly‏ المجموعة التي تحوي 
كل العناصر (7,0)» حيث ۸ © cr‏ تشكل حلقة جزئية من poe . ۸ PUR‏ 
CJ‏ هذا Ob‏ نغمر خلقة اختيارية فى حلقة bet‏ 
اذا ol eats cell R, S, T cols‏ 

ROe(SOTZROSOT 
حلقة جزئية من‎ S المجموع المباشر الداخلي رل © ,7 = ۸ء وكانت‎ R إذا كانت‎ 
RID, =I, ,ل- 3ء أثبت أيضا أن‎ € (Sm J) أن‎ b وی ,ده‎ 8 
.7 © 7 أثبت أن الحلقة 7 لا تماثل الحلقة‎ 


=f 


q +‏ الحلقات والحلقيات 


al -À‏ أن TE T‏ شن E TE ZZ‏ دود 
(Z © A) [x]‏ ع (1,0)x2 — (10x‏ أثبت أيضا أن أى عنصر فى 2 هو جذر 
لكثيرة الحدود [2]x € Zr]‏ - ?]2[ . 058 ذلك مع المبرهنة CV Y-Y)‏ 
4- (الخاصة الشاملة للمجاميع المباشرة). إذا كانت ر۸ ,۸ حلقتين وكانت 
R=R, OR,‏ (الداخلى أو الخارجى) وکانت R> R‏ : 5 الإسقاطات 
ASI y‏ فأثبت أنه لكل حلقة S‏ ولکل تشاکل SOR,‏ يوجد تشاكل 

وحيد SOR‏ : 77 يجعل الرسوم التخطيطية التالية تتبادل : 





مم ذلك: 

«G9 1,2) J, IR, باستخدام فكرة التمرين السابق أو سواهاء أثيت أنه إذا كان‎ - ٠ 
: ob 

(R, © RYJ, @ J) = (RJ) © (R/S) 

١‏ - إذا كانت ۸ المجموع المباشر الداخلى OS,‏ ... © ,7 =۸ للمثاليات I,‏ فأثبت 
أنه إذا كان LJ,‏ لكل #,...,1 = ا فإن 
L@L,®... OL, (*)‏ 
يشكل مثاليا فى الحلقة ۸ . 

لنفرض J \sol OYI‏ يمثل حلقة بمحايد ؛ أى أنه پو جد EJ‏ .© 

بحيث إن ×= ٤× = × e‏ لكل ٤ J,‏ × . أثبت أنه في هذه الحالة يكون كل مثالي 
في ۸ له الصيغة (*). أخيراء إذا كانت دهي الحلقة التي نحصل عليها من +1 
بتعريف أن حاصل ضرب أي عنصرين يساوي صفراء فأوجد كل المثاليات 
للحلقة J © J‏ وقارن بالحالة التى سبق أن درست . 


1! حلقات جديدة‎ els 


- (الخاصة الشاملة لحلقات كثيرات الحدود) . إذا كانت ۸ حلقة إبدالية Jubet‏ 
c bae SS, ASLO RO SOS, «A Iul aao S515,‏ 
يوجد تشاكل وحيد S‏ ج [×]۸ : ۷ بحيث إل : 
(r) = 90( (i)‏ لكل reR‏ 
Wx)=a (ii)‏ 
ماذا يحدث لو لم تكن الحلقة ۸ يمحايد € 
۳ ** - أوجد كثيرة حدود درجتها م في p) L [x]‏ عدد أولي) Sly‏ يكون كل 
عنصر في csl s Ll Lyd Ln‏ آنه لايك اباد رة عدوة أرق غير io phe‏ 
يكون كل عنصر من a‏ جذرا لها وتكون درجتها أقل من م. أوجد أصغر درجة 
لكثيرة حدود غير تافهة في Tr]‏ بحيث يكون كل عنصر في T,‏ جذرا لها . 


2)» cy) 


التحلبل قم الحلقات aa Lil‏ 


النتيجة الأساسية فى هذا الفصل هى وجود تحليل وحيد لعناصر حلقات تامة معينة 
(تسمى حلقات تامة رئيسة) إلى عناصر أولية . ولذلك تتصرف هذه الحلقات في هذا 
الخصوص كما تتصرف الأعداد الصحيحة . سنثبت أن خاصة مشابهة لخاصة خوارزمية 
القسمة فى 7 تكفى OY‏ تجعل حلقة تامة حلقة تامة رئيسة . 


4 — الحلقات التامة 

لنتذكر تعريف الحلقة التامة الذي أشير إليه فى نهاية الفصل الأول وهي حلقة 
ZL‏ ايد dom Vig fall cg sheng V‏ اهار اسم joe ENN be us € all‏ 
إلى صحة استخدام قانون الاختصار للضرب فى الحلقات التامة» أي أنه إذا كان 0 * a‏ 
وكان ax = ay‏ فإن x = y‏ . قد يكون من المناسب الإشارة إلى أنه لا يوجد اتفاق شامل 
على تعريف الحلقة التامة؛ بعض المؤلفين يحذفون الشرط 1 * 0 وبعضهم يسقطون 
شر ط الابدال. المثال الأكثر وضوحا على حلقة تامة هو حلقة الأعداد الصحيحة 7 . 
كذلك أى حقل هو حلقة تامة » ولذلك بصفة خاصة» ,7 حلقة تامة عندما يكون م 
Asl lone‏ من ناحية أخرى لا تشكل ,7 حلقة تامة إذا كان n‏ عددا غير أولى بسبب 
وجود قواسم للصفر ؛ وكمثال على ذلك ,4 حيث العناصر [2] و [3] ليست صفرية . 
لكن ]0[ = ]6[ = ]2[ ]3[ - 


p 


تبرز الحلقات التامة بشكل طبيعى فى بعض التخصصات الرياضية المهمة؛ حيث 
تظهر كثيرا على الصور التالية : 


(Y)‏ حلقات جزئية من حقل. إذا كان × حقلا فإنه لا يحتوي قواسم للصفرء لأنه إذا 
كان a, e K‏ وكان 0 = :oUab‏ 
b= 1.b=(a'a)b = œa '(ab) =a'.0=0‏ 

كذلك K‏ حلقة إبدالية بمحايد Y‏ يساوي الصفرء لذلك فإن K‏ حلقة تامة . من الواضح 
أن أية حلقة جزئية من K‏ ولها نفس المحايد» تشكل حلقة تامة . فالحلقات التامة تظهر 
بشكل طبيعي كحلقات جزئية من الحقول» وفي الواقع سنرى بعد قليل أن كل حلقة 
تامة تظهر بهذه الكيفية . تؤدي حلقات جزئية معينة من حقل الأعداد المركبة C‏ دورا 
مهما في نظرية الأعداد الجبرية» مثل حلقة أعداد جاوس والتي سبق أن أشير إليها في 
مثال حلقة (0). وقد حفزت الأعداد الصحيحة دراسة مثل هذه pL‏ ويشمل 
ذلك محاولة الحصول على خواص لهذه الحلقات مثل وجود ووحدانية التحليل إلى 
pole‏ أولية . 


(۲) حلقات کیرات الحدود. لقد لاحظنا فى (V- Y)‏ أنه إذا كانت ۸ حلقة «Aa‏ 
فكذلك REx] 0 5S5‏ بالاستقراء نستنتج ol‏ ا كثيرات الحدود [ R[x, , < x‏ في n‏ 
متغيرا تمثل حلقة تامة ويمكن أن تعرف ب (REY , sx, DI]‏ تهتم نظرية الهندسة 
4 & بالأشكال الهندسية التى تظهر J lt Ole perce‏ معادلات ol tS‏ الحذود 
فى الفضاءات التالفية (affine and projective spaces) LGN‏ التى یکون late‏ 
على قل Maggie‏ وكمثال على ذلك » يكن وصف كرة الوحدة في الفضاء الإقليدي 
العلائى de pore leh‏ سلول الساداة 1=0- xr dd +x,‏ | ولس lo Ao‏ أن 
تتطلب هذه الدراسة تحليلا دقيقا لبنية الحلقات التامة من الشكل [×...., ]8 . والآلية 
التي نحتاج إليها من الحلقات الإبدالية فى دراسة نظرية الأعداد الجبرية والهندسية الحبرية 
عوجت علاجا شاملا في المرجع ]1958 [Zariski et al,‏ . 

كما سبق أن ذكرناء كل حلقة تامة تظهر كحلقة جزئية من حقل. وهذاهو 
الموضوع التالى الذى سندر سه . 


الحلا في الحلقات التامة 10 


(1-5) مبرهنة 
إذا كانت R‏ حلقة تامة» als‏ يوجد حقل K‏ يحوي حلقه جزئية تمائل JR‏ 


البرهان 

سيك ole SIG‏ الط de,‏ فى بها قل الأعذاد الفسبينة من الأغنداد 
السسيحة. ا كانت التفاصيل Clas‏ جهدا SU A Ley‏ سنكفى بإعطاء ا لخطوات 
RITE‏ | 


(3) 8457-1 
العلاقة‎ 5> (rr) ror, € Rr, 20933 Mel jM عرف على مجموعة‎ 
. ISS علاقة‎ Lol Bulg Farjas €» رى م‎ rs, 


(Y) 842-1‏ 
عرّف ub Ir, r,]‏ فصل S BUG‏ الذي يحوي الزوج المرتب err)‏ وافرض 
أن K‏ مجموعة كل هذه الفصول . آخذين فى الاعتبار أن Se ]”,, r,]‏ الكسر rr,‏ 

لنعرف عمليتي الجمع والضرب على مجموعة فصول التكافؤ كما يلي : 
[rard + Is 5] =[r, s, + Pd E]‏ 
[ry rs, s] =[r, 5,  r, 5;]‏ 
أثيت OY‏ أن هاتين العمليتين حسنتا التعريف على K‏ ويتضمن Lia‏ ائات r,s,:0 ol‏ 
(نحتاج عند هذه النقطة إلى OLE‏ قواسم الصفر) Oly‏ تعريفي العمليتين لا يعتمدان 
على ممثلى فصلي BIS‏ 


الخطوة () 

تحقق من أن K‏ يحقق شروط الحقل مع هاتين العمليتين» أي أن K‏ و KKO}‏ 
تشكلان زمرتين إبداليتين» الأولى بالنسبة إلى عملية الجمع والثانية بالنسبة لعملية 
الضرب وكذلك يتحقق أحد قانوني التوزيع . العنصر الصفرى هو فصل التكافؤٌ الذي 


يحوي جميع الأزواج المرتبة r)‏ ,0) حيث 0 cr‏ والعنصر المحايد الضربي هو فصل 
r] x [- oe‏ يعت 


40051 — rr) =] 


الخطوة )£( 

أثبت أن التطبيق pt: ROK‏ المعرف ب [1 ulr) = [r,‏ هو تشاكل متباين . لذلك 
UCR)‏ حلقة جزئية من l . ۸ PUK‏ 

يسمى الحقل الذي تم بناؤه عادة حقل الكسور (field of fractions)‏ للحلقة 
التامة ۴. ويوجد إثبات مفصل لهذه الحقيقة فى المرجع ]1967 [Maclane et al,‏ . 


Y‏ — القواسم» عناصر الوحدة والعناصر المتشاركة 

إن الهدف هو إيجاد شيء مشابه لخواص التحليل الموجودة في 1 في صنف 
واسع من OLE‏ وبصفة حاصة فى حلقات GaU‏ معيتة. وقد سبق أن Gi‏ إلى 
خواص التحليل في 7 عدة مرات . للتوضيح سنلخص هذه الحقائق والتى هى بدون 
شك مألوفة للقارئ. أولاء يسمى Z‏ © م عددا أوليا إذا كان (1) £1 ۶ م (i)‏ إذا كان 
0 دم حیث 1 ca, b e‏ فإنه إما 1+ - 4 أو 1+ = ط . مبرهنة التحليل الوحيد فى L‏ 

يكن le‏ كل عدد صحيح غير صفري n‏ على الصورة : 

= Lp, eR. 

حيث 0 2 p, m‏ أعداد أولية موجبة . هذا التحليل وحيد تحت سقف (upto)‏ ترتيب 
الأعداد مدأي + Y‏ تاد يعن Jue VI‏ الترتيب الذي تظهر به الأعداد AP,‏ 

هذه هي المبرهنة التي نرغب تعميمها. سنلاحظ أن هذه الحقيقة حول 7 هي 
حالة خاصة . سنتعامل خلال هذا الفصل معاملة شاملة مع الحلقات التامة بالرغم من 
أن بعض النتائج صحيحة بشكل أعم ولكن الفرض أن الحلقات المستخدمة هي حلقات 
تامة سيجعل الأشياء أكثر وضو حا . 


التحليل في الحلقات التامة VW‏ 


سنكتب UYU R*‏ على مجموعة العناضر غير الصفرية فى RUHI‏ 


wy wi (Y-i) 
(ويرمز لدلك‎ s يقال إن يقسم‎ «b CR dol إذا كان 5و #عنصرين من حلقة‎ 
هله ا حالة‎ ST يسمى‎ „ð = rt Ql Sa l c R عنصر‎ ins I3] Crls بالرمز‎ 
للعنصر 5. فا معادلة 0 = 70 تعنى أن كل عنصر‎ (divisor) Lu أو‎ (factor) dele 
من ۸هو قاسم للصفر بالرغم من كون ليس فيها قواسم للصفر . يبدو أن هذه‎ 
. المصطلحات غير جيدة ولكن يبد و أنها لا تؤدي إلى أي ارتباك من الناحية العملية‎ 

نشير من احية أخرى إلى أن الصفر Y‏ يقسم أي pat‏ غير صفري في ۸. 

ماذا يحدث لو تفحصنا خاصية التحليل فى حقل الأعداد النسبية €Q‏ إذا كان 
(ris)s oU ons e Q*‏ = م وبالتالى فإن أي عنصر فى Q*‏ يقسم كل عنصر آخر 
فها. V QU‏ تو جذ أعداة مرشيحة o 4S J‏ أعدادا أولية فى OD‏ وبالتاكيد SEV‏ 
الوصول إلى وحدانية التحليل فيها . و يمكن نجنب هذه الصعوبة بالاتفاق على عدم 
الخوض فيها ولكى نقوم بذلك نحتاج إلى بعض التعاريف الأخرى . 


(4-"؟) تعاريف 

)1( نفرض أن R‏ حلقة تامة . يقال عن عنصر إنه عنصر وحدة (unit)‏ فى R‏ إذا كان 
قاسما للمحايد ؛ أي أن العنصر ها من R‏ يكون عنصر وحدة إذا nltima‏ 
فى ۸ بحيث إن [ = Uv‏ 

آل تفرع Rabe F‏ ات تقول هن ضفرن 0% ETA‏ 
(associates)‏ إدا كان r‏ يقسم 5 وکال S‏ يسم 7. 


ملا حظات 


CV)‏ من الواضح أن أي pais‏ وحدة هو عنصر غير صفري . وسئلاحظ أن مجموعة 
عناصر الوحدة فى الحلقة التامة تشكل زمرة بالنسبة لعملية الضرب . وكمثال 


— 


على c5‏ إن / لها عنصرا وحدة هما 1+ وهما يشكلان زمرة دوروية رتبتها 2 
مولدة بالعنصر 1-. من ناحية أخرى» مجموعة عناصر الوحدة في © هي Q*‏ 
وهي أكبر ما يمكن . بالتأكيد تشكل Q*‏ زمرة ضربية Q ON‏ حقل . باستخدام 
(۷-۳) وبفحص درجات كثيرات الحدود يكن استنتاج أن عناصر الوحدة في 
K[x]‏ ھی كثيرات الحدود التى درجتها صفرء أى ھی K* polis‏ 
i ee ere Ria y pae usa e RISA‏ 
«Je s‏ فان u(va)‏ = © . وبالتالى فإ أي pare‏ وحدة يقسم كل pats‏ فى R‏ 
LS)‏ يقسم 1+ كل pars‏ فی (L‏ 

يلاحظ أن 2 و 1 بالرغم من أنهما ليسا متشاركين في 7 فإنهما متشاركان كعنصرين 
من حلقة أكبر as‏ (). وبصورة أعم» العنصران m, n‏ من *2 يكونان متشاركين 
في Z‏ إذا كان ۸ ± = . بينما يكونان دائما متشاركين في () . لذلك op‏ مفاهيم 
القسمة وعناصر الوحدة والتشارك لا تعتمد فقط على العناصر بل تعتمد أيضا 
على الحلقة التى تنتمى إليها هذه العناصر . لذلك فإنه فى بعض الأحيان قد يكون 
من الضروري التأكيد على ذلك بالتحدث عن التشارك في R‏ . . الخ . 


1۸ 


(Y) 


(Y) 


ترميز 


لقد سبق أن تم تعريف الحداء AB‏ . لمجموعتين غير خالیتین 8 و A‏ من حلقة ۸ . 


فى اخالة التی تكون فيها (ay‏ = 4 ؛ أي مجموعة تحوي عنصرا وحيدا ». aB «Sc‏ 
(4)B oe Yu‏ . يمكن بسهولة ASUS‏ م أن aR = {ar:re RY‏ بالرغم من أنه لم 
يعرف بهذه الطريقة . باستخدام ((Y07 Y)‏ إذا كانت ۸ حلقة تامة فإنه يكن التأكد 


يسهولة أن aR‏ (أو (Ra‏ يشكل مثاليا مولدا بالعنصر © . 


ستثبت ON‏ مأخوذة جامعة تضع التعاريف التي سبق التطرق إليها فى مواقعها 


EEG 


(t-t)‏ مأخوذة 


opak &ab- R كاف‎ 13 


التحليل في الحلقات التامة 14 


S (1)‏ يقسم 1 إدا وفقط إذا كان tR‏ د SR‏ 

UR = ۸ كان‎ I5] وحدة فى ۸ إذا وفقط‎ meus (ii) 

(iii)‏ تشكل للجموغة IU‏ قو كل عناص رالوحدة للحلقة i pa SR told)‏ إبدالية 
MEE TEAN E‏ وإذا كان U‏ ع ها وكان :انا فإن U‏ ع v‏ 

(iv)‏ علاقة التشارك علاقة Gil‏ على ۸ وللاختصار نرمز لها بالرمز ~. ويكون 
فصل التكافؤ لهذه العلاقة الذي يحوي العنصر a‏ على الصورة (au: u E Uy‏ 
SUIS j‏ 

a~b&aR=bR & a = bu 

حيث ا عنصر وحدة فى AR‏ 

ial gy LS ju ترب‎ DED قضول‎ de porary ~ مع‎ tenia يسما‎ Ba (v) 
. العلاقة المحدثة بالعلاقة يقسي“‎ 

ola JI 

SAI .t-srolc& reRJA-—oL إدا كان 5يقسم)ء‎ (1) 
Q S 3 8 CSR وبالعكس » لنفرض أن‎ -tR = Gr)R = s(rR) CSR 
وبالتالى 5 يقسم/.‎ (PER وإذن 57 ع1 لعنصر‎ »1 € SR وبالتالى‎ : 1 E tR 

: نحصل على‎ (i) باستخدام‎ (ii) 

.uR 291۸ =۴ © l وحدة © لا يقسم‎ aeu 

ويعطى هذا النتيجة المطلوية . 

Thing EE M, M, OLS To] (111)‏ فإنهيوجد# € o» v, v,‏ إن 
v = v, = |‏ وإذن 1 = (u, u) (v, v) = (u, v) G5, v)‏ وبالتالى 
ULal.u u, eU‏ ع WC CERCLE NIU S‏ 
الضربي . وعليه U OB‏ تشكل زمرة بالنسبة لعملية الضرب وهي إبدالية لأن ۸ 
SA‏ نفرض الان vol, uw = | ol‏ يقسم ا فیکون URW‏ حيث WER‏ 
وبالتالى 1 .v(v'w)-‏ إذن ٠١‏ عنصر وحدة . 

Ba gol S638 Ws e az (iv)‏ لما كان 1.6 = ۾ فان ۾ - ۾ 


وبالتالي فالعلاقة انعكاسية . كذلك العلاقة تناظرية من تعريفها. من الواضح 


V *‏ الحلقات والحلقيات 


أن dle‏ و alb‏ يؤدي إلى أن ale‏ وبالتالى فالعلاقة متعدية . O3]‏ العلاقة - تمثل 
علاقة تكافؤ . باقی (107)سيتحقق إذا أثبتنا أن b = au‏ »€ ط ~ ۾ حيث u‏ عنصر 
Os ai ga bil, di Kins‏ ق يقس b sb‏ يقسم 6. إذن a = bv‏ 
و u, ۷ 6 RE >b=au‏ إذن auv‏ = ۾ وبالتالیى 1 v=‏ حسب قانون 
الااختصار. Ole y‏ عضي ون tte bi ai dl ot) Sally‏ 
عنصر وحدة. فيكون 1 uve‏ حيث VER‏ من الواضح أن a‏ يقسم b‏ وكذلك 
.a = bv ON  مسقي b‏ إذن 5 ~ a‏ النتيجة صحيحة عندما 0 = a‏ حيث إن 
العنصر الوحيد الذي يكافئ الصمر هو الصفر نفسه . 

[a], [b] عندما نقول إن علاقة ايقسم» منسجمة مع - فإننا نعني أنه إذا كان‎ (v) 
: التعريف‎ OB فصلي تكافؤء‎ 

[a][^] ج‎ alb 
مثلى فصلى التكافؤ . لكى نتأكد أن ذلك هو الحاصل.‎ a, b مستقل عن اختيار‎ 
: نحصل على‎ (À) و‎ v) و ]5[ = [5]. باستخدام‎ [a] = [a1 نفرض أن‎ 
alb aR S bR aR 51و‎ e alb 
وهوالمطلوب . كماهو معلوم فإن المجموعة تكون مرتبة جزئيا إذا وجدت علاقة‎ 
: م على المجموعة بحيث تكون متعدية وتخالفية» حيث تعني تخالفية أن‎ 
apb, bpa ++ a = b 

نلاحظ أن علاقة «يقسم» على مجموعة فصول التكافؤ علاقة متعدية» وذلك 
باستخدام الخاصة المناظرة على عناصر ۸. أيضا إذا كان [a]‏ يقسم [b]‏ و [b]‏ 
يقسم [a]‏ فإنه من التعريف يكون © يقسم b‏ و b‏ يقسم «a‏ وإذن a, b‏ متشاركان 
وبالتالى [a] = [b]‏ 


ji 
نأمل أن لا يسبب ذلك أي ارتباك مع استخدامنا لنفس الرمز للمجموعات‎ [a] 
.£, J المشاركة‎ 


التحليل في الحلقات التامة V Y‏ 


Y‏ — حلقات التحليل الوحيد 

إحدى الطرق لتعميم مبرهنة معطاة هي إعطاء إسم للحلقات التي نتوقع أن 
تحقق المبرهنة ثم يتم الاستقصاء عن صنف ال حلقات التي كونت بتلك الطريقة لكي 
نتمكن من تحديد علاقتها بالأصناف الأخرى من الحلقات . سنعمل ذلك مع «حلقات 
التحليل الو حيد) . 

BIL‏ إلى الملا حظات حول عناصر الوحدة المذكورة سابقاء نستنتح أن التعريف 
التالى هو مثيل واضح لتعريف «الأولي» في الأعداد الصحيحة . من ناحية أخرى» 
لقد جرت العادة على ربط اسم «غير قابل للتحليل» بهذه الفكرة ونحتفظ بإسم 
cass + SC ND‏ قليلا . 


(8—f)‏ تعريف 

نفرض أن R‏ حلقة تامة . يقال إن orl pate‏ ۸ غير (irreducible) [laU pU‏ 
فى ۸ إذا كان : (i)‏ :ليس عنصر وحدة فى ۸ و (11) فى أى ab | LA‏ = كحاصل 
قش عنصرين 2 ,2 من "ub R‏ إما سر TE gl‏ (وبذلك JS‏ 
الآخر متشا ركا مع Ar‏ 

هذا يعنى أن العناصر غير القابلة للتحليل هى التى يكون لها تحليلات تافهة 
فقط محدثة بسبب o V te JE oto‏ أن العادلة 0.0 6 تمي 031 قابل للعسليل : 


ملاحظات 

-١‏ يكن بسهولة رؤية أن كل pare‏ متشارك مع pare‏ غير قابل للتحليل يكون 
غير Lu‏ للتحليل . لأنه إذا كان غير قابل للتحليل ٣ = uso ere soU y‏ 
حيث 4 عنصر وحدة . من الواضح أن 5 ليس عنصر وحدة. إذا كان /نا = ي 
ab | JU sr = (uv)t ol‏ إما تكون 1 عنصر وحدة أو يكون MV‏ عنصر وحلة . 
فى vd SSO‏ ارش ا عر وة ج Gli) (E- E)‏ 

PIAN zi‏ «غير قابل للتخليل؟ مثل كثير من الأفكار الأخرى فى هذا 
الفصل تعتمد على الحلقة التي ندرس فيها هذه الفكرة. مثال ذلك العنصر 2 
غير قابل للتحليل فى 7 ولكنه عنصر وحدة في الحلقة الأوسع Q‏ 


(NE)‏ تعريف 

تسمى حلقة R 43U‏ حلقة (unique factorization domain) >», L-L£‏ 
(UFD)‏ أو فى بعض الأحيان حلقة جاوس» إذا تحقق ما يلى : 
1- كل عصر Ker e R*‏ الع تة اة“ 


r= udd 


. ۸ ۸و 4 عناصر غير قابلة للتحليل فى‎ 20 R عنصر وحدة فى‎ eto 
. ويسمى هذا شرط وجود التحليل‎ 
ua, wa SH b, ... b JGR -Y 





حيث ‏ 1 ,لا عنصرا وحدة فى cR‏ والعناصر.ط lea,‏ غير قابلة den‏ 
فی ۸» mob‏ = ۸ وأيضا ,رط د ه#حيث T‏ تبديل ما لعناصر £e arl‏ 


. ع >" ويسمى هذا شرط وحدانية التحليل‎ ins AY 


ملاحظات 

د يلاحظ أن التعريف السابق يحل المشكلة التي سبق أن تعرضنا لها في الحقل 
(Q‏ حيث إن كل عنصر غير صفري هو عنصر وحدة. لذلك من الواضح أن 
كل حقل هو خلقة jo‏ وحيد . 

-Y‏ إن وجود التحليل (الشرط الأول من شروط حلقة تحليل وحيد) هو أفضل تمثيل 
نتوقع من bls LA‏ لما فى CL‏ حيث لا تملك e‏ بصفة عامةء طريقة نختار بها 
عناصر معينة غير قابلة للتحليل bis‏ الأعداد الأولية الموجبة في 7. 

-Y‏ نستطيع دائما أن نحصل من تحليل معطى ٣ =  4,, ..., a,‏ على تحليل آخر 
حيث تستبدل a‏ بعناصر اختيارية متشاركة معها aj =U; di‏ كمايلى 
(d;‏ ...ا rm‏ . لذلك Op‏ وحدانية التحليل (الشرط الثانى مه 
شروط حلقة تحليل وحيد) هو أيضا أفضل ما نحصل عليه . ۰ 

قد يكون مناسبا أن تمثل كل الحلقات التامة حلقات تحليل وحيدء لكن 
ذلك بعيد المنال» فالحلقات الحزئية من حقل الأعداد المركبة قد لا تكون حلقات تحليل 


A> و‎ 


التحليل في الحلقات التامة VY‏ 


مشال 
نفرض أن ۸ ترمز إلى المجموعة الحزئية tat b V-5 :a,be Ly‏ من Jem‏ 
الأعداد المركبة €. ليس من الصعب التأكد أن ۸ حلقة جزئية من C‏ ولا كانت ۸ تحوي 
محايد CC‏ فهى حلقة تامة . نود أولا أن نحدد pole‏ الوحدة RA‏ لنعمل ذلك 
und‏ التطبيق L, (norm function) Fw:‏ جد gy LAS cà Xi n:R‏ 
Va-a-cb4-SeR‏ قوق nh Chm E‏ 
حيث يرمز | |للقيمة المطلقة للعدد المركب . هذا التطبيق ۸ له الخاصة المهمة 
aap) = nca) ۸)8)‏ لأن [of] = Jal |B]‏ . يقال عن مثل هذا التطبيق بأنه ضربي . 
نفرض uol‏ عنصر وحدة فى R‏ فيكون 1 = uv‏ حیث ۸ ١ e‏ وبالتالى ob‏ | 
ا l‏ 
لا كانت n(u)‏ و n(v)‏ أعدادا VEN E To»‏ يكون | = nu) = n(v)‏ 
ولكن الحلول العددية الصحيحة الوحيدة للمعادلة 1 = 02+57 هى 0 - 5 و 1 + - 4 
ويؤدى هذا إلى أن 1 + - » وهكذا فإن هذه هي فقط pole‏ الوحدة في R‏ 
يلاحظ أن العنصر  E‏ )4-5( 0 + 6 = 6 يكن تحليله كما يلى : 
)4-5 -1( )4-5 +1) = 2.3 = 6 
بالاضافة إلى ذلك» ندعى أن كلا من العناصر الأربعة 5-/+ -1 . 5-/ + 1ء 3 و2 
غير LG‏ للتحليل فى ۸. فمثلا نفرض أن ,4,۵ = 2 حيث ap E R‏ وکل Legio‏ 
ليس عضر وعلق بادام التطبيق اپار تحضل لی : 
n(@,a,) = n(2) = 4‏ = (ي71)0 n(à,)‏ 
بما أن n(a,)‏ و (ر۸)4 عددان صحيحان مو جبان» فإن n(a)‏ لها إحدى القيم 
2.1 و4 . لكن حسب ما لاحظنا سابقا أنه إذا كان1 = n(a)‏ فإن ,» عنصر وحدة 
وهذا يناقض الفرض . وإذا كان 4 = lob n(a)‏ > (7)0 وبالتالى,0 pars‏ وحدة 
وهنا pails‏ الفرضى . كن de yp V‏ حل للمعادلة 42+582-2 فى sae MI‏ الصسيسة: 
ذلك yy‏ د pate‏ # له العيار 2. LS y‏ فإة عضر غير قابل Rp Joc‏ 
من الواضح أنه ليس pate‏ وحدة OV‏ معياره لا يساوي الواحد). تستطيع بدراسة 
تماثلة أن cas‏ أن 4-5 -4-5.1 + 1 و 3 عناصر غير قابلة للتحليل . 


v?‏ الحلقات والحلقيات 


باستخدام الخاصة الضربية للمعيار نستنتج أن العناصر المتشاركة لها نفس المعيار 
لأن معيار كل عنصر وحدة يساوي الواحد. إذن 2 الذي معياره يساوي A‏ ليس 
متشاركا مع أي من العنصرين 5-/ 1± اللذين معيارهما 6. لذلك فإن وحدانية 
التحليل (المذكورة في الشرط الثاني من تعريف حلقة تحليل وحيد) لا تتحقق فى R‏ 
وبالتالي فإن R‏ ليست حلقة تحليل وحيد . 

يوجد فارق مهم بين خواص العناصر غير القابلة للتحليل فى هذه الحلقة R‏ 
ونين الأعداد الضحبخحة الأولية. يعلم القارئ. بدون شك. أنه إذا كان م عددا صحيحا 
أولياء ob‏ م له الخاصة التالية : إذاكان .7 ع b‏ ,© وكان plab‏ فإنه إما pla‏ أو plb‏ . هذه 
الخاصة مهمة جدا لدرجة أنها تؤخذ عادة كتعريف اللعنصر الأولى» في الحلقات التامة 
العامة . 


(5-/1) تعريف 

يسمى عنص ر ”من حلقة تامة (prime) LI SIR‏ (فى ۸) إذا تحقق الشر طان ااجاليان : 
(1) ليس صفرا وليس عنصر وحدة . 
p Ob da, beROoLS5 (1)‏ يقسم Le] p Ob ab‏ يقسم 4 9 Le]‏ يمسم b‏ 

بالقاء نظرة سريعة على المثال السابق يتبين أن العناصر غير القابلة للتحليل ليست 
b> 31 Ad gl sls‏ أن : 

2 )]+/-5()1- 4-5) 

بينما 2 لا يقسم أي عامل منهما . نستطيع أن نرى ذلك يسهولة باستخدام المعيار . 

تعطي المأخوذة التاليةتعريفا مكافئا للعنصر الأولي» بالرغم من أنه لن يخدم 
taal 2‏ الاقم PONO 0S dina STS‏ 


(A—£)‏ مأخوذة 
نفرض أن ۸ حلقة oU‏ ونفرض أن .p € R*‏ عندئذ يكون «عنصرا أوليا إذا 
وفقط إذا كان RIpR‏ حلقة تامة . 


التحليل في الحلقات التامة Vo‏ 

gL pI 

نفرض أولا أن م عنصر aol‏ وإذن م ليس عنصر وحدة وبالتالي p‏ يقسم | 
وهكذا فإن pR‏ € 1 . إذن pR # pR‏ + 1 . يعني هذا أن المحايد الجمعي والمحايد الضربي 
للحلقة RIpR‏ مختلفان. من الواضح أن RIpR‏ حلقة إبدالية. لنفرض أن 
(a+pR)(b+pR) = pR‏ هو العنصر الصفري ل KRIpR‏ إذن cab € pR «ab + pR = pR‏ 
وبالتالى pla oa} .plab‏ أو cp|b‏ فى الحالة الأولى  pR = pR‏ ۾ وفى الحالة الثانية 
pR = pR‏ + ط. فالحلقة RIPR‏ ليس فيها قواسم للصفر وبالتالى فهى حلقة تامة . 

نفرض الآن أن p € R*‏ وأن RIpR‏ حلقة تامة . إذن p 61 pR # pR‏ لا يقسم 
| وكذلك pS p‏ عنصر وحدة . بالإضافة إلى ذلك إذا كان R‏ ع a, b‏ وكان ¿plab‏ 
فإن ey ab + pR = pR‏ أنه فى الحلقة RIpR‏ لا توجد قواسم للصفرء لذلك إما 
pR = pR sla + pR = pR‏ + 5 ويؤدي هذا إلى أنه إما pla‏ أو plb‏ وإذن م أولى . 

إن العلاقة بين العناصر الأولية والعناصر غير القابلة للتحليل لها أهمية أساسية 
فى تحديد كون الحلقة التامة المعطاة تمثل حلقة تحليل وحيد أم لاء كما سئرى ذلك 
ego BSNS pb cue} OV‏ ساشرة. 


(4-4) مأخوذة 
إذا كانت ۸ حلقة تامة » OB‏ كل عنصر أولي في ۸ يكون غير قابل للتحليل . 


gue Jl 

نفرض آن م عنصر أولى فى ۸ . إدن م ليس عنصر وحدة حسب التعريف . 
نفرض أن 5ه = م حيث R‏ € 4,5 . بالتأكيد eplab‏ لذلك إما pla‏ أو مإم. في JH‏ 
الأولى يكون مم = a‏ حیث ۸ c e‏ وبالتالى pbe‏ = م. باستخدام قانون الاختصار 
نحصل على 1 = ©5. وإدن دا هو was‏ وحدة. وبالمثل نثبت أنه إذا كان p|b‏ فإن a‏ 
عنصر وحدة. وإدن م عنصر غير قابل للتحليل . 


)١٠١-٤(‏ مبرهنة 
إذاكانت ۸ حلقة تامة» فإنها تكون حلقة نحليل وحيد ]15 وفقط I5]‏ كان 

)1( ع سبي وات dno‏ 

.۸ كل عنصر غير قابل للتحليل في ۸ يكون عنصرا آوليا في‎ (ii) 

لذلك على افتراض شرط وجود التحليل فى حلقة تامة» نلاحظ أن شرط وحدانية 

التحليل من شروط حلقة fled‏ وحيد» il‏ السرط الثانى من هذه ie pl‏ 


JJ‏ ان 
نفرض أولا أن ۸ حلقة تحليل وحيد rola AS yp‏ عنصر غير قابل للتحليل من 
. إذن ۲ ليس عنصر وحدة ولا يساوى صفرا Kj‏ € 4.0( ولك ¿ 7 يقسم Gb‏ 
فيكون SER Lars = ab‏ باستخدام شرط وجود التحليل من شروط حلقة 
US e‏ = 5 
Qa = Và, ...d‏ 
mi‏ 
b= wb, ... b.‏ 
حيث pole 1, 1, Ww‏ وحدة» بينما a, D,‏ .5 عناصر غير قابلة للتحليل . من rs = ab‏ 


نحصل على 


|l 


WS, S = (PWIA, ..a b... Db. 
مضروب فى حاصل‎ al~ و‎ AR طرف من المعادلة السابقة له الصورة‎ JS 
قرب عتاصر غير قابلة للتحليل». وباستتكدام وحدائية التسليل من شر وط حا‎ 
فى الحالة الأولى‎ b, pais مع‎ sla, متشارك إما مع عنصر‎ rol نستنتج‎ LL وحيد‎ LAE 
. غتصر أولى‎ ٣ وإذن‎ r|b الثانية‎ Ul) وفى‎ ra وبالتالي‎ rla, 
نفرض‎ SUIS ; الآن سنفرض وجود التحليا من شروط حلقة محليل و حبك »ي‎ 
عنصر أولي . ضع‎ R أن كل عنصر غير قابل للتحليل في‎ 
Ap dde p" Vq De q L*) 


التحليل فى الحلقات التامة VV‏ 


حيث» 0 v sl, m2‏ ,» عنصرا وحدة وكل qi p,‏ غير LG‏ للتحليل . بسب )280 
أن m‏ > 1 وأن ,م متشارك مع q,‏ (بعد إعادة الترتيب إذا لزم ذلك) لكل / ,... ,1= :. 
سنعمل ذلك بالاستقراء على /. إذا كان 0 = 1ء فإنه يكون لدينا ,4 ... .u = vq,‏ إذا 
كان 0 ails um»‏ لما كان نا يقسم ob d‏ كل d,‏ يقسم l‏ وبالتالي يكون كل q;‏ عنصر 
وحدة. يناقض هذا تعريف عدم ALG‏ التحليل» لذلك 0 m=‏ إذاكان 0 =1. OYI‏ 
نفرض أن 0 < 1 وأن وحدانية التحليل من شروط حلقة تحليل وحيد تتحقق لكل 
المعادلات من الصيغة (*) ولأقل من 1 من العناصر غير القابلة للتحليل التى تظهر على 
بسار اللمادلة: OUS.‏ «رغير el,‏ قمر آرلی عسي القرفن p, eel‏ 
التى تقسم حاصل الضرب فى الجهة اليمنى من المعادلة (*)ء تقسم أحد عوامل حاصل 
الضرب . لكن p,‏ لا تقسم VE) v‏ كانت عنصر وحدة). إذن 0 > m‏ وبالتالى يمكن أن 
نفترض بعد إعادة الترتيب أن ,7 يقسم ,,4. وحيث إن q,‏ عنصر غير قابل للتحليل » 
فان عوامله ^ عناصر وحدة وعناصر متشاركة معه. pq, Os)‏ ومنه p,7 UG,‏ 





حيث M‏ عنصر وحدة . نعوض عن قيمة ,م فى المعادلة q, iana C)‏ من الطرفين 
فنحص على المساواة : 

(uu (19 ... p, , 9 vq, ... Q, , (**)‏ 
الآن يتحقق شرط وحدانية التحليل على المعادلة (**). لذلك 1 il-1 2m-‏ 
pu‏ کول متشاركة مع ,4 .... و بعد إعادة ترتيب ejl‏ الأمر . يؤدى هذا 
إلى أن m‏ = ] وحيث إن =q,‏ ,4 - م فإنه يكون قد ثبت المطلوب . 

ينتح عن النتيجتين السابقتين تطابق فكرة الأولي مع فكرة غير قابل للتحليل فى 
حلقة تحليل وحيد؛ وبصفة خاصة هذا صحيح في حلقة الأعداد الصحيحة . ويوضح 


هذا لماذا يكون التعريف الذى يعطى عادة للعدد الأولى فى 7 هو فى الحقيقة نفس 


٤‏ - الحلقات التامة الرئيسة والحلقات الإقليدية 
سنقدم الآن نوعين جديدين من الحلقات وسيتبين بعد ذلك أنها حلقات تحليل 


am 


)£-11( تعاريف 

DIR فی‎ (principal ideal) مثالى رئيسى‎ IR حلقة تامة‎ ad | JUS يقال عن‎ 
(principals, ÎR ead „J — aR أ أت‎ «JL eR, a pare A> s 
. إذا كانت حلقة تامة وكان كل مثالى فيها رئيسيا‎ ideal domain) (PID) 


0 و ۸ مثاليان رئيسيان» لكونهما مولدين‎ OF لتكن ۸ حلقة تامة. المثاليان‎ - ١ 
. و1 على الترتيب‎ 
هو حلقة تامةرئيسة . يلاحظ بسهولة (انظر تمرين (5) في الفصل‎ K كل حقل‎ - Y 
-K و‎ {0} aK الثانى) أن المثاليات الوحيدة فى‎ 
K[x] حقلاء فإن‎ K كذلك إذا کان‎ UNS ‘slr Bile الأعداد الصحيحة‎ ub -Y 
لست حلقة‎ R[x] SUS حلقة تامة رئيسة . سنشت هذه الحقائق لاحقا. مع‎ 
. في نهاية هذا الفصل‎ (NE) و‎ (A) تامةرئيسة بصفة عامة . انظر تمرينى‎ 
المذكور أعلاه ولكى نحصل على أمثلة أخرى عن حلقات‎ )۳( dees لكى‎ 
الأقليدية. يقم اسول‎ OWL تسمى‎ OWL تامةارئيسة تقد نوعا آعر (وأخير) من‎ 
(انظر‎ KD) على هذه الحلقات بتوسيع خاصة القسمة الإقليدية» التي تشترك فيها / و‎ 
.(CCA- Y) SUIS نهاية الفصل الثاني‎ 


(V Y-£)‏ تعريف 
نقول عن ال حلقة التامة ۸ إنها حلقة إقليدية (Euclidean domain) (ED)‏ إدا 
وجدت دالة LL,‏ ج R*‏ : 0 بحيث : 
(i)‏ © يمسم P(A S (b) Sb‏ 
(ii)‏ إذاكان R‏ € يو R*‏ € ( فإنه p‏ جد R‏ € 4,۲ بحیث إن a = bq +r‏ وإن 0 - م 
أو )0( > O(r)‏ 
يسمى التطبيق © دالة إقليدية (Euclidean function)‏ على CR‏ ويسمى الشرط 
(ii)‏ شرط خاصة القسمة الإقليدية . قد يوجد كثير من الدوال الإقليدية التى jad‏ 


التحليل في الحلقات التامة ۷۹ 


الحلقة التامة حلقة إقليدية . كما لاحظناء و K[x]‏ حلقتان إقلیدیتان . سنستقصى 
يرجع إلى أن كل حلقة إقليدية هي حلقة تامة رئيسة كما توضح ذلك المأخوذة التالية . 


)١7*-4(‏ مأخوذة 
كل حلقة إقليدية هى حلقة تامة رئيسة . 


البرهان 

البرهان مثيل لإثبات (V-T)‏ حيث أثبتنا أن 7 حلقة تامة رئيسة (وأكثر من 
ذلك بكثير) . نفرض أن R‏ حلقة إقليدية Oly‏ 4۸ ل. إذا كان }0{ = J‏ فإن J‏ مثالى 
رتسي E‏ 720131 نلاحظ أن مجموعة قيم الدالة الإقليدية على عناصر ل 
غير الصفرية تشكل مجموعة جزئية غير خالية من الأعداد الصحيحة الموجبةء ولذلك 
فهى تحوي عددا أصغر . لنختر b‏ عنصرا غير صفري في ل بحيث إن (4)5 له أصغر 
OSA‏ لسن un‏ ان 88> J‏ 

اکان ASL als be JaR‏ روح bR‏ . وبالعكس إذا كان ل € «a‏ فإنه حسب 
شر ط خاصة القسمة bq rd‏ = ۾ حیث ۸ r2 0 3q, re‏ أو )$05 > OC)‏ 
.r-a-bq EJ OY!‏ إذاكان 0 ± oir) > ol) ob cr‏ يناقض اختيار b‏ . لذلك r=0‏ 
وبالتالى bR‏ € » وهكذا فإن 68 = .J‏ (لاحظ أننا لم نستخدم الشرط الأول من 
شروط الحلقة الإ قليدية في الإثبات وفي الواقع ستظهر فيمته واضحة فيما بعد عندما 
ندرس عناصر الوحدة فى الحلقة الإ قليدية) . 

لقد تأكد لنا وجود مخزون كاف من حلقات تامة رئيسة وهذا ما يجعل المبرهنة 


التالية ذات أهمية خاصة . 


)£-£ \( مبرهنة 
كل حلقة تامة رئيسة هى حلقة ple‏ وحيد . 


9 ^ الحلقات والحلقيات 


الطريقة المناسبة لإثبات هذه المبرهنة» باستخدام مبرهنة (N eE)‏ أي نثبت أن 
أى حلقة تامة رئيسة تحقق شرط وجود التحليل وأن كل عنصر غير قابل للتحليل فيها 
يكون عنصرا أوليا . سنتعامل مع هذين الشرطين بشكل منفصل ونبدأ بإثبات الأسهل . 





)£—0 1( مأخوذة 
كل عنصر غير قابل للتحليل فى حلقة تامة رئيسة هو عنصر أولى . 


اللرصان 

نفرض أن ۸ حلقة تامة رئيسة p oly‏ عنصر غير قابل للتحليل فى -R‏ يجب أن 
نثبت أن p‏ عنصر أولي . بالتأكيد p‏ ليس صفرا ولا عنصر وحدة. نفترض أن p‏ يقسم 
b e Ro ab‏ ,4 . نفرض أن م لا يقسم © ونثبت في هذه الحالة أن م يقسم ط. خذ 
R SpR+aR Ju‏ . جا أن R‏ حلقة ثامة رئسةء لذلك یر جد ۸ € coe d‏ إن 
-PR + aR = dR‏ إذن d‏ يقسم © ويقسم D‏ للا كان م عنصرا أولياء als‏ إما 0 عنصر 
وحيدة أو d~p‏ في الحالة الثانية يكون p‏ يقسم 4 وبالتالي p‏ يقسم à‏ وهذا يناقض 
الفرض . إذن d‏ عنصر وحدة وبالتالى pR + aR =R‏ حسب )8-2( Soy (ii)‏ 
هذا إلى ps + at ol‏ = ت U Bn ubi dubi a£‏ كان م يقسم «ab‏ 
فإنه يقسم الطرف الاين من المعادلة وبالتالى p‏ يقسم b‏ كما هو مطلوب . 

برهان المبرهنة )١5-5(‏ سيكتمل بإثبات المأخوذة التالية . 


)١5-4(‏ مأخوذة 

كل حلقة تامة رئيسة حقق شرط وجود التحليل . 
البرهان 

سنثبت المأخوذة باستخدام التناقض . نفرض أن النتيجة غير صحيحة ؛ أى توجد 
بع كتابته فى الصيغة المذكورة فى 
شرط وجود التحليل من شروط حلقة تحليل وحيد . سنسمي مثل هذه العناصر في R*‏ 


am 


حلقه ob‏ رئيسة ۸ ويوجد R* pas‏ € 7 لا ن 





التحليل فى الحلقات التامة ^ 


tte polis‏ والأخرى عناصر #جيدة؛ وهي عناصر ART‏ يكن كتابتها فى الصيخة 
84S‏ شرط OM. ella ge y‏ الحتصر الس Mas ero‏ خاصةء اليس pa‏ 
وحدة» ولا يمكن أن يكون غير قابل للتحليل ٠‏ وإلا حقق شرط وجود التحليل . لذلك 
يمكن التعبير عنه بالصيغة ,5 ,۲ = ۲ حيث S‏ و ejr,‏ عنصري وحدة وبالتالى 
فيرستشاركين reel ELA or es‏ أن يكوة biia‏ سيا پل 
من حليل Wes, LA sr,‏ جیدا د٣‏ قد يحتاج الأمر إلى إعادة : تسمية العاملين rp‏ 
CO YI mer mro rame‏ نعيد هذه 
الطريقة على ,” فنحصل على عنصر سيء ر۲ يقسم ۲ وليس متشاركا معه. وإذا 
استمرت هذه العملية وكتينا r‏ = ۲ سنحصل على متتالية لا نهائية P Tae‏ من 
العناصر السيئة بحيث إن Fi,‏ يقسم على , 7 ولیس متشاركا معه لكل ... ,1 ,0= 1. 
وباستخدام المأخوذة (E-E)‏ فإن المثاليات المولدة بالعناصر ,۲ تحقق 
Rt. ct Rr, REC...‏ 


J - 84 وبالتالى فإن‎ .JaR يكون‎ (Y-Y) بالاستتاد إلى‎ . J = JRG لیکن‎ 
l i=0 


ROY td e Re‏ حلقة تامة رئيسة . وعليه فإن 7 e‏ 4 وبالتالى Rr ob‏ © 4 لعنصر 
+ وهذا gap‏ إلى Ol‏ 

Rd c Rr, c J= Ra 
pasda Y وهذا تتافض . لذلك‎ R7, C Rr, © J -» Rr; عل لحن‎ Rr;os 


ملاحظة 

لقدتم حجب حاجة النقاش في برهان المأخوذة السابقة إلى استخدام مسلمة 
الاختيار (Axiom of Choice)‏ . ونحتاج عند مرحلة مناسبة في النقاش إلى أن نقول 
شيا ما مثل : توجد pols‏ سيئة تقسم ١,‏ وليست متشاركة معه. نختار واحدا منها 
ونسمية ٣‏ 7. وسيلفت هذا الانتباه إلى حاجة النقاش إلى عدد غير منته من الاختيارات 
Rowe‏ يکن للقارى . الذي Lat‏ في إثارة حب الاستطلاع لديه» الرجوع إلى 


AY‏ الحلقات والخلقات 


المرجع ]1960 [Halmos,‏ أو المرجع ]1955 [Kelley,‏ لمعرفة تفاصيل أكثر عن مسلمة 


ملخص 
النقاط الرئيسة فى هذا البند يكن تلخيصها بالصيغةالتالية التى من السهل تذكرها . 
حلقة إقليدية = حلقة تامة رئيسة ->» حلقة EA‏ وحيد . 


ه - تفاصيل أكثر عن الحلقات الإقليدية 

رأينا أن كل حلقة إقليدية هى حلقة تامة رئيسة . وعكس ذلك ليس صحيحاء 
حيث توجد أمثلة كثيرة على حلقات تامة رئيسة لا تشكل حلقات إقليدية (مثال ذلك 
حلقة الأعداد الصحيحة للحقل (Q(V=19)‏ ولكننا لن نحاول أن نثبت ذلك . يناقش 
مثل هذا السؤال في المرجع ]1958 [Samuel,‏ كما توجد مقدمة عن المسألة العامة 
للتحليل في الحلقات . يلاحظ أن التعامل مع الحلقات الإقليدية أسهل من التعامل مع 
الحلقات التامة الرئيسة» لذلك سنقضي معها بعض الوقت في هذا البند. توضح 
المأخوذة التالية كيف نستطيع التعرف على عناصر الوحدة في الحلقة الإقليدية . 


(Y V—£)‏ مأخوذة 

OUS I3] وفقط‎ I] oy aeu OB cu € R* OUS GAG] ا‎ R إقاكانت‎ 
$u) = é() 
ارعان‎ 


إذاكان u‏ عنصر وحدة فإن cull‏ وكذلك »إا وبالتالی (0)1 = $(u)‏ حسب 
الشرط الأول للحلقة الإقليدية . 

وبالعكس . نفرض أن (0)1 = $(u)‏ . باستخدام خاصة القسمة الإقليدية يكون 
+ نه = l‏ إما0 = أو O(u) = OC)‏ > (4)0» لكن 1 red‏ لذلك 
O(r) 2 O(1)‏ إذاكان 0 عع م . إذن 0 = 7 وبالتالى نا عنصر وحلة . 


التحليإ فى الخلقات التامة AY‏ 


سبق أن رأينا أن كل حلقة إقليدية هى حلقة تامة رئيسة» بالإضافة إلى ذلك كل 
مثالى [ فى حلقة إقليدية يولد بواسطة أي عنصر غير صفري فيه له أقل قيمة ل0 . توجد 
ريقة جلية فى الحلقة الإقليدية لإيجاد عنصر مثل المذكور أعلاه من بين مجموعة معطاة 
من مولدات J‏ تسمى خوارزمية إقليدس (Euclidean algorithm)‏ ونوضحها OV!‏ 
نفرض أن ط a,‏ عنصران من حلقة إقليدية ۸ ونفرض أن 0 + 5. باستخدام 
خاصة القسمة الإقليدية نستطيع كتابة ۲ + a = bg‏ حيث إما 0  -‏ أو OC)‏ > (0)7 . 
نحن ol s (b, r) 5 fa, b Ol ue S‏ نفس JU‏ فى LR‏ ليكن كوي اثالث 
المولدين على التر تیب . لما كان م + وط J, oba-‏ ع ۾ وبالتالي J CJ,‏ ؟ من LL‏ 
أخرى J‏ € وط -ه = ۲ ويؤدى هذا إلى ol‏ [ € رل. علاوة على ذلك ٠‏ يحصل أحد 
الحدثين التاليين : إما0 = ١‏ والمثالى المولد بواسطة b‏ ,© يولد بواسطة b‏ وحدهء أو IÈ‏ 
زو جا جديدا rp‏ ,5( من مولدات 7بحيث تنقص قيمة م للمولد الثانى 7. نعيد العملية 
في الحالة الثانية . لما كانت قيم © أعدادا طبيعية ولا نستطيع تخفيضها إلى مالا AIG‏ 
فإننا أخيرا نخفض المولد الثاني إلى الصفر . وتكون طريقة الحساب كما يلي (من الملائم 
أن نستخدم b,‏ بوذا يذ لا" (a bs‏ 
b, =bq +b, $(b,) < (b)‏ 
p (b)‏ > رطام b, =b,q,+b,‏ 


m Bom 4 5 b mom m‏ شاه OR A b bob 4d‏ هاه شاه هاه 8 4 oR‏ شاه E E & WR d EO E M b 8 8 b boh Bob & d Ro B‏ & 3 هاه bob‏ 8م 


b wba FB. ط)م‎ )< $(b) 
S "au. 
جميعها تولد نفس المثالي . أخيرا‎ (5, b, , ( وحسب ما أشرنا فإن الأزواج‎ 
والذي يعطينا مولدا واحدا للمثالى المولد بواسطة‎ Rb, + Rb, = Rb, نحصل على‎ 
,رط بتطبيق هذه العملية عدة مرات» نحصل على مولد واحد من أى مجموعة‎ b, 
. منتهية معطاة» حيث يستبدل زوج من المولدات بمولد واحد في كل مرحلة‎ 
توجد طريقة أخرى مهمة جدا للنظر إلى الحسابات التي وصفناهاء باستخدام‎ 
e aS nia pl ye 


)۱۸-٤(‏ تعريف 

Sled E R paw عندئذ‎ LR حلقة تامة ولتكن ,© .... . © عناصر من‎ ۸ KS 
(يسمى أحيانا فاعسا مركا أعظم‎ (highest common factor) "el LS nna 
: إذا حقق الشرطين التاليين‎ R فى‎ {a,, ..., a ( ل‎ ((greatest common divisor) 
| Sisn Ja, يقسم‎ d (i) 
d وكان 4 يقسم »لكل "> : > 21 فإن 4 يقسم‎ 4 e ۸ إذا كان‎ (ii) 

قد لا تملك مجموعة عناصر في حلقة تامة عاملا مشتركا أعلى. مع ذلك. 
إذاكان كل من *4 و d‏ عاملا مشتركا أعلى لمجموعة (,4 ,... ٠),‏ فإنه باستخدام (ii)‏ 
يلاحظ أن d‏ يقسم d*‏ وكذلك *4 يقسم d‏ وبالتالي .d ~ d*‏ علاوة على ذلك» 
لكل عنصر متشارك مع d‏ الصيغة t du‏ حيث ا عنصر 9 pom‏ ويؤدى هذا إلى أنه 
عامل مشترك أعلى (a, ..., FS‏ . لذلك نلاحظ أن مجموعة العوامل المشتركة العليا 
لمجموعة معطاة من العناصر» إذا كانت غير خالية» هي fd]‏ المجموعة A‏ تحوي 
العناصر المتشاركة مع عامل مشترك أعلى معين 4. نرمز لمجموعة العوامل المشتركة 
العليا لزوج من العناصر c(a, b) p» Ska, b‏ آخذين فى الاعتبار أن هذه المجموعة 
تحوي غالبا أكثر من عنصر . ونشير بالمناسبة أن التعبير «الأعلى» يعني الأعلى بالنسبة 


* 
55 


)£—4 1( مأخوذة 
توجد fol pe‏ مشتركة عليا CY‏ مجموعة غير حالية <,4 ,... ,4) من عناضر 
خلقة ثامة:رئيسة.. يكلو ن Slo d Lame‏ عشج كا J bel‏ 1 هحب هق B‏ وفقظط l5]‏ 


كان Y Ra; = Rd‏ يكن التعبير عن كل عامل مشترك أعلى (a, .... JS‏ 
i=]‏ 


M 
TER eu i » d; بالصيغة‎ 


iz] 


التحليل في الحلقات التامة AO‏ 


OL الى‎ 


يلاحظ أن 4 = Rew «V Ra;‏ > 4 وذلك لكون ۸ حلقة تامة رئيسة . U‏ 


iz] 


H 
de> Ras mU. i-l,.., n لكل‎ a, يقسم‎ d OB «a, € Rd كانت‎ 


i=] 


i 
لكل‎ a, وكان 4 يقسم‎ 4“ e ۸ لذلك إذاكان‎ r ٤ ۸ حيث‎ cd 2 V r a; وبالتالى‎ 


i-l 


4 
ci‏ فإن d‏ يقسم d‏ لذلك فإن أي عنصر 4 مولد للمثالى X Ra;‏ عامل مشترك أعلى 


|= 
(o — à‏ ولا كانت العوامل المشتركة العليا متشار كه مع بعضها . وكانت العناصر 
المتشاركة مع بعضها تولد نفس UU‏ فقد ثبت المطلوب . 


(Y+—£)‏ نتيجة 

إذا كانت R‏ خلقة إقليدرةء OS‏ تطييق خخ و ارزهية إفليلس على عتضرين bo. D,‏ 
فى ۸ يقود إلى عامل مشترك أعلى للعنصرين b,‏ ظط . 

Sce أنه لو استخدمنا خر أرزمية إقليدسن من الأسفل إلى الأغلى فإنه‎ Jae 


. ذلك‎ lis , 13! D. b. op peal كثر كسب خطى‎ D. عن‎ pol 


أمثلة محلو id‏ 
| اخسب عاملا مشتركا أعلى لكثيرتئ 25 
Of)‏ € 2 مير سكع Vt +AT‏ 
نطرح مضاعفات x* + x-2I‏ من 7 - ×4 + M+ 2x‏ حتى نحصل علي كثيرة 
حدود درجتها أقل من 2. ويعتمد المضاعف الذي يطرح في كل مرحلة على 
الحدود ذات الدرجات العلبا. SOY)‏ 


Yta tle TexxY ta Hra] 


x!'-6x-7-21(?--x-2)45x-5 
: ويؤدى هذا إلى أن‎ 
ب تير‎ 2x? + de —7 = (x7 + يع‎ - 2( w+ 1( + 5× - 5 
: كخطوة أولى خوارزمية إقليدس . الخطوة التالية هي‎ 
x? ex-2-Gn- (leer 
^? 3 


الباقى الآن «ae‏ وبالتالى 5 - 5x‏ (أو العنصر المتشارك معه 1 — Cx‏ عامل 

, oaa a gtd 5 أعلى اک‎ d cna 
مشتركا أعلى للعنصرين‎ Mole أوجد‎ Aout iles سار‎ kao io fcf - 

. فى هذه الحلقة‎ 3 7i و‎ 11 Ti 

نعلم أن حلقة أعداد جاوس ۸ هي الحلقة الجزئية (a + bi : a, b > T)‏ من C‏ 
إذا كان ۸ bie‏ + ۾ = ٣ہ‏ نعرف cb‏ ”ي = plir = |١|‏ حيث | | هى القيمة المطلقة 
sU‏ المركب . بالا حظ أن (0)5 (rs) = o(r)‏ ثم وبالتالى الشرط الأول D y ^q‏ 
الحلقة الإقليدية متحقق . | 

حتى نتأكد من تحقق الشرط الثانى من شروط الحلقة الإقليدية» نفرض أن 
a, b € R‏ حیث 220 b‏ ونعتير العدد ا مركب alb‏ نستطيع الآن أن نفكر فى R pols‏ 
كنقاط إحداثياتها أعداد صحيحة في المستوى المركب ونقسم المستوى المركب إلى 
مربعات أطوال أضلاعها 1 بطريقة عادية» فتكون رؤوس المربعات عناصر ۸. يقع 
العدد المركب alb‏ داخل أو على حدود أحد هذه المربعات ؛ لما كان طول قطر المربع 
يساوي v2‏ > فإنه يوجد ie "m‏ يبعد بمسافة تقل عن أو تساوي 2/2 من aib‏ 
(انظر الشكل). نفرض أن ۾ هو ذلك الرأسء عتدئذ يكون 1 > 2/2 |و- .Ka/b)‏ 
وبوضع 4-150 = er‏ يكون ۲ + وط = «a‏ وأيضا 

Ir] = la - bal = |b] \(a/b) - q| < || 

وبالتالى 





(r) = T < |b) = 00)‏ $ 
ويحقق هذا الشرط SUI‏ من شروط الحلقة الااقليدية. 


التحليل فى الحلقات التامة AV‏ 


xt (y l)i 





q = الاجم‎ Gcr 1) + vr 


سنستخدم OV‏ خوارزمية إقليدس لكي A‏ عاملا مشتركا أعلى للعنصرين 
17 مب الست Gl Se‏ 
7i)/(3 + 7i) = (11 + 7(3 - 70/58 = (82 — 561/58‏ + 11( 

العنصر الأقرب فى ۸ لهذا العنصر هو : - 1 . لذلك : 

I1 + 7i (3+ 7X1 — i + (1 + 3D . (1)‏ 
هى الخطوة الأولى فى خوارزمية إقليدس . بعد ذلك : 
Q + Bi |‏ - )3 3-71( 

= (24 - 2iy/10 

والعنصر الأقرب له فى ۸ هو 2 . لذلك SG‏ الخطوة الثانية فى خوارزمية إقليدس هى : 

l 347i- (143025 (1 i) (2) 
| >I 

(143i) = )1 + D(2 + i) (3) 
11 7i 93 Ti للعتسيرين‎ el معترك‎ ple هو‎ 1 iL JUL, 
gau 1171 3-711, Ja سريب‎ 1+ Ln يكن الس‎ 

* d bai UD All sa 

(1 i) = 3 7D - )1 + 2 
: فتحصل على‎ CI) من المعادلة‎ 1 3i ونعوض عن‎ 
| +i=-—2(1] + 7i) + (3 - 22(3 +70 

مالاحظة 

لقد سبق أن لاحظنا أن K[x]‏ حلقة إقليدية إذا كان K‏ حقلاء وبصفة خاصة 
dal OL]‏ اتل Lal.‏ 

حلقة إقليدية > حلقة تامة رئيسة ج حلقة محليل وحيد . 


PEME E EARE‏ هل حلقات كثيرات الحدودء بصورة عامة» تمثل 
حلقات إقليدية - Ble Wes‏ عن («]42 فى الخقيقة وا1 لست اة So‏ 1,55 (انظر 
التمرين A‏ (وبالتالي ليست حلقة إقليدية). من ناحية أخرى » توجد مبرهنة مهمة 
لحاوس تنص على أنه : إذا كانت ۸ حلقة تحليل وحيد فتكون كذلك R[x] A‏ حلقة 
تحليل toy‏ وإذن Z[x]‏ حلقة تحليل وحيد» وهكذا أيضا (باستخدام الاستقراء على 
(n‏ تكون حلقة كثيرات الحدود 

bx. سرس‎ LORD ex TE Dx D 

a‏ هذه النظرية حيث لا نحتاج إليها في هذا الكتاب . بالرغم من أن برهان 
هذه النظرية طويل لكنه ليس صعبا بشكل خاص» يستطيع القارئ الذي يرغب في 
الإطلاع عليه Sala VI‏ مثلا» من المرجع ]1951 [Jacobson,‏ صفحة ٠۲١‏ . 


oy ls‏ على الفصل الرابع 
| = او جد اعدادا صححة a, b‏ بحيث إن 1 = 258 + 17a‏ . 
Y‏ - فى حلقة أعداد جاوس CR‏ أوجد Sale‏ مشتركا أعلى للعنصرين i‏ - 5 = ۾ 
.nseR&ocratsbial«e -$3b-22-2i;‏ اعمل نفس الشىء 
للمجموعة +i, 3 + Qi}‏ 2{ , | 
Y‏ - في ODT‏ أوجد عاملا مشتركا أعلى لكثيرتى الحدود 
x + A + 2x+ l, xr+x+2‏ 
a‏ فى حلقة أعداد جاو وس » عبر عن 2 - 1 و 61 + 27 كحاصلى ضرب عناصر 
أولية . أوجد poke‏ الوحدة فى هذه الحلقة . 
Cha] al, poche a - 6‏ ہر aguas‏ قير RR‏ تسین رن JL vidas‏ 
a gd 3,35 JS‏ غير قابلة لاعسليل فى Rx]‏ 0455 خظية igang gl‏ 
^ لتكن c .R = {a + b 4-5 5d, b e L}‏ أن 
2(1+V-5)‏ 9 )4-5 ب 10( )4-5 14( G=‏ 
ليس لهما عامل مشترك Rap Jel‏ 
eld ats pole (s el olx sl alai‏ يكو e ln‏ اوی 12( 


التحليل فى الحلقات التامة A4‏ 


أثبت أن الحخلقين ¿n> (a*bw:a, bey s(a* b4-2 :a, b e L)‏ 
iA pono‏ الغمليات dolce VI‏ هما خلقتان Gloss)‏ و |9 pols Lo‏ 
الوحدة فى هاتين ال حلقتين (انظر برهان حلقة أعداد جاوس) . 

أثبت أن [×]2 ليست حلقة تامة رئيسة وذلك باستخدام المثالى / المولد ب 25x‏ 
لتكن ۸ حلقة تامة . آثبت أنه إذا كانت ۸ حلقةتحليل وحيد» فإن كل زوج من 
عناصر ۸ له عامل مشترك أعلى . أعط مثالا يوضح أنه قد لا يكن التعبير عن 
هذا العامل المشترك الأعلى كتر كيب خطى للعنصرين (اللذين هو عامل مشترك 
GAER als [5] aod cath (mel hing) IS (Gad el‏ غير b‏ 5 ج 
التحليل من شروط حلقة تحليل وحيد وكان كل زوج من عناصر ۸ له عامل 
مشترك أعلى» فإن كل عنصر غير قابل للتحليل في ۸ يكون أوليا. وبالتالي 
ROS‏ حلقة HA‏ وحيد . 





لتكن CS‏ ۸ حلقتين تامتين رئيستين» وليكن ۸ 6 sa, b‏ عامل مشترك 


S slog عامل مشترك آغلی‎ d أن‎ eal .۸ gig Jl 

يقال عن حلقة تامة ۸ إنها 32€ شرط السلسلة التصاعدية (ascending chain‏ 
condition)‏ على المثاليات (أو تسمى حلقة نويثرية» نسبة إلى العالمة الرياضية 
البارزة CCV YO - ۱۸۸۲( Emmy Noether‏ إذا حققت ما يلى : 

ALL. cael l3]‏ ف اعدیتے ج CI,‏ رمن عكاليات cR‏ فاته يعد مده 
صحيح 7 ببحيث إل m‏ ل كذ لأست ان كل حلقة dal‏ رئيسة هى حلقة 
نويثرية» وكل حلقة تامة نويثرية حمق شرط وجود التحليل من شروط حلقة 
HE‏ وحيد . 

(Soe UU by Ole) ip e R* ولیک‎ eddy لکن ۸ علق تامة‎ 
rr) aep (i) 

. غير قابل للتحليل‎ peep (il) 

. الفصل الثاني)‎ YY مثالي أعظمي في الحلقة ۸ (انظر التمرين‎ pR (iii) 
. حقل‎ RipR (iv) 

R/pR — (V)‏ حلشة تامة. 


-y 


-A 
~ 4 
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۳ - لتكن ۸ حلقة تامة رئيسة» S‏ حلقة تامة» وليكن S‏ جه ۸ :م تشاكلا غامرا . 
أثبت أنه PE OL)‏ أو S‏ حقل . 
4 - لتكن ۸ حلقة إبدالية بمحايد. أثبت أنه يوجد تشاكل غامر من [×]۸ إلى ۸ . 
استنتج أن R[x]‏ حلقة تامة رئيسة إذا وفقط إذاكان ۸ حقلا . 


py qi 


o 


سنقدم في هذا الفصل المفهوم المركزي في هذا الكتاب وهو مفهوم الحلقية على حلقة . 
سيتم وضع بعض الأسس الحبرية للحلقيات - من تعريف البنية إلى دراسة البنى الجزئية 
والتشاكلات وبنى القسمة وإعطاء كثير من الأمثلة . سيلاحظ القارئ أن هذه الطريقة 
بداية مهمة لتسهيل الصعوبات التي ستواجهنا ونأمل ألا يخيب رجاؤه إذا لم يتم إثبات 
مبرهنات تتميز بعمق التتيجة وحذاقة البرهان في هذه المرحلة . 


Y‏ - تعريف الخلقية على حلقة 

الحلقية بنية متعددة الاستعمالات وتظهر في كثير من الأشكال غير العادية, 
ولها قدرة على توضيح الميزات المهمة لأنواع واسعة من البنى الرياضية . وتتميز بوجود 
تطبيقات لها في كثير من الفروع الرياضية من نظرية الزمر إلى التبولوجياء كما أنها 
أداة لا يمكن الاستغناء عنها في فروع معينة من الرياضيات . وهي تزودنا كذلك بلغة 
وطريقة» للنظر إلى الأشياء؛ تختصران المفاهيم وتعبران بجمالية عنها وتوضحان 
وحدة الرياضيات . فى TE‏ تبيان أن ذلك مقدمة لدعاية عن فكرة رياضية جديدة. 
فإنه يجب أن توضم أن OLLI‏ لها عيوب عامة؛ Ja‏ غياب مبرهنات ON‏ عمق 
حقيقي » كما أنها تحتاج إلى جهد كبير لكي يتم الحصول على نتائج مفيدة في حالات 
خاصة . وسنترك ذلك للقارئ کی يحكم بنفسه . 


Q 


ENS الخلقات وا‎ Q Y 


تظهر فكرة الحلقية عند محاولة دراسة LA‏ الخطى على حلقة بدلا من حقل . 
ميخو أحد أهدافنا من دراسة الحلقيات هو إنقاذ ما 5 مو ال هات التقليلية 
الموجودة فى الجبر الخطى» وفي نفس الوقت سنشير إلى حذيرات واضحة عندما Y‏ 
PETRUS‏ عندما نحتاج إلى تحسينات . يستلزم التعميم تضحية » لذلك 
سيتم التخلي عن الترتيب الرائع في إثبات مبرهنات الفضاءات المتجهة» وستكون 
المبرهنات مشروطة GLAS‏ مثل «إذا» و «لكن». ومع ذلك فإن المردود من عملية 
التصويب هذه سيظهر في الجزء الثالث من الكتاب» والذي سنحصل فيه على بعض 
التتائج المحددة التي تتعلق بالبنية في مواضيع الزمر NI‏ بدالية والمصفوفات اعتمادا على 
النتائج العامة فى الحلقيات . 

سنفترض أن القارئ متمكن بشكل مناسب من الجبر الخطى» وسيتم التأكيد 
على النتائج المألوفة في هذا الموضوع أثناء دراستناء ونسترجعها باستخدام الحقل كحالة 
خاصة من الحلقة ء لذلك يتم تقدم القارئ فى هذا الكتاب على مستويين» وذلك من 
الحالة الخاصة إلى الحالة العامة ثم إلى الحالة الخاصة مرة أخرى (وهى قاعدة راسخة 
فى تعلم الرياضيات) . 

تستخدم حلقيات على حلقة بمحايد فى هذا الكتاب» ولذلك سنفرض أن كل 
الخلقاتجلقات cause‏ إلا إذا ذكر العكسن . 


)1-0( تعريف 
ا حلقية على احلقة à 5, ,(R-module)R‏ إبدالية M‏ (وبصورة شبه ثابتة 
ستعتبر (Lear‏ مع تطبيق من X M‏ ۸ إلى ٣ m lir, m) dd M‏ ويحقق الشروط 
aL‏ 
r(m,+m,) =rm, + rm,‏ 
(r,*r)m =r m-«r.m‏ 
(r r)m =r (rm)‏ 


lm = m 


Hi, 86 M DU, ttt eR. 


ay ات‎ AA 


إذا fo‏ ما عرف أعلاه حلقية يسرى على الحلقة ۸ سيكون أكثر دقة . ws‏ جد 


تغرف مشاب للحلقية polis CSS ruo sod‏ على اليفين.. فى تعض الأحيان: 
تكون هناك حاجة إلى الحالتين معاء لكن ذلك لن يحدث فى هذا (LSS‏ لذلك 
LS Eo, S.‏ على (S pedi coUa‏ يفضل بعض المؤلفين حذف الشرط الرابع 
ولكتنا ستضيفه Slo‏ 


مالاحظات 


أول ما يلا حظ فى الشروط السابقة للحلقية أنها نفس شر وط الفضاء المتجهء 
من تقييد انتمائها إلى حقل (إذا لم تتذكر شروط الفضاء المتجه. يمكن الرجوع 
إلى أي OLS‏ فى موضوع IT B‏ 

لتكن M‏ حلقية على ۸. لكل عنصر 7 ينتمى إلى ۸ء نعرف ال 
MM‏ : ()0 بالقاعدة 

Q(r)m) = rm (*) 

يوضح الشرط الأول من شروط الحلقية أن G(r)‏ تشاكل ذاتى à pa‏ 
Maso yi‏ لذلك م تطبيق من ۸ إلى EndM‏ (التي تشكل حلقة بالنسبة للجمع 
الشرطان الثاني والثالث أن هذا التطبيق هو تشاكل حلقات كما يوضح الشرط 
الرابع Gol‏ يرسل محايد R‏ إلى محايد EndM‏ . 

وبالعكسء نفرض أن M‏ زمرة إبدالية ol‏ $ تشاكل حلقات من حلقة R‏ 
إلى ju» End M‏ محايد ۸ إلى محايد EndM‏ . نستطيع أن نستخدم المعادلة 
(*) لتحويل M‏ إلى حلقية على ۸. ستترك للقارئ التأكد من أن الفرضية 
السابقة ستجعل شروط الحلقية الأربعة متحققة . 
إلى خلقة التشاكلات dell‏ لزهرة إبدالية . be WH‏ طريقتان لرؤية أو 





وضف نفس البنية . 
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٣‏ - نذكر أخيرا بعض النتائج البسيطة والمفيدة لتعريف حلقية M‏ على ۸: لكل 
e MsreR‏ «” يالاحظ أن : 
O,m = O, (i)‏ 
rO, = O, (ii)‏ 


)- r)m = — (r m) = r(- m) (iii) 
يكن التأكد من هذه النتائج بسهولة باستخدام شروط الحلقية بنفس‎ 


الطريقة كما في برهان مأخوذة Qr‏ 
أمثنلة 

K يلاحظ أن أى فضاء متجه على حقل × يشكل حلقية على‎ - ١ 

۸ كحلقية على 7 بطريقة طبيعية . حيث لو كتبت‎ A يكن اعتبار أي زمرة إبداليه‎ - Y 
كزمرة جمعية ء فإننا لاحظنا في بداية الفصل الثاني كيف تم تعريف التطبيق‎ 
إلى 4 وقد أشير إلى تحقيق هذا التطبيق شروط الحلقية‎ 7 XA من‎ (n, a) na 
PE 

۳ - كل حلقة (بمحايد طبعا) يكن التفكير فيها كحلقية على نفسها . نعتبر الزمرة الجمعية 
SR GLU R+‏ مرة جمعية ونعرف التطبيق R+‏ ج Orso RXR*‏ (5 ,7) . فى هذه 
JULI‏ تكون poll‏ عاذ ر M.‏ هما تفس ce gl‏ ولق سب عتا آي صعوية 
تذكر . يتحقق الشرطان الأول والثاني من شروط ال حلقية من قانوني التوزيع 
ويتحقق الشرط الثالث من خاصية التجميع بينما الشرط الرابع ماهو إلا خاصة 
juae Rid Al‏ بد ISH Ol‏ على Ae ROS‏ )5( على R‏ 
بدلا من كونها حلقة » نوضح ذلك بأن نرمز لها بالرمز*1ج . لذلك توجد ثلاث 
طرق للنظر للحلقة - كحلقة وكزمرة جمعية إبدالية وكحلقية على نفسها. 
ويلاحظ أنه فى كثير من الحالات تكون الطرق الثلاث لتصور الحلقية مهمة في 
FOR‏ 

. ۸ كحلقية على‎ K على حقل‎ V لقد رأينا كيف نستطيع النظر إلى فضاء متجه‎ - ٤ 
-K[x] حلقية على‎ V إلى نفسه. فإنه يكن جعل‎ V إذا أعطينا تحويلا خطيا من‎ 


Qo dl alt 


لكي نوضح ذلك سنذكر Vol‏ بعض الحقائق الأولية حول التحويلات الخطية . 
BOLS 15]‏ چ be a£.‏ هي (A € K OUS 7 JEV‏ اقرف النظيقات 
PAF î at p, ap, Aa‏ كما يلى : 
(a+ Bv) = al) + BO)‏ 
(aB)(v) = a(B(v))‏ 
(Aayv) = (ov)‏ 
حيث ۷ متجه اختيارى من V‏ يكن بسهولة إثيات أن كلا من هذه التطبيقات 
يمثل تحويلا خطيا ل ۷ وأن العمليات الموضحة [ad‏ /152017. مجموعة كل 
التحويلات الخطية للا » جبرية على الحقل K‏ (انظر نهاية الفصل الثالث) . لذلك› 





: 
فإن‎ e f=) aj x' eK[x] و کان‎ EndV یرمز لمحايد‎ 1 « e EndV إذا كان‎ 
i=0 


paral +aa+.. + a 0 axl‏ خسن الع yp . EndV +o Cas‏ له 
بالرمز f(a)‏ . تأثيره على عنصر اختياري ۷ من V‏ (حسب تعريف العمليات فى 
(EndV‏ معطى كما يلى : 


fia) v) = a,v +a al) + ... +a a" (v) 


Q"(v) = o(0X...(Q(v))...)) 
SAM هن‎ Sa QE na 
: على‎ freed . EndV | à دترا تاعا‎ o لیکن‎ OVI 


إلى V‏ بتعريف 


K|[x] x V سو من‎ 





fv = f(a)(v) 
K[x] حلقية على‎ V وندعى أن هذا التطبيق يجعل‎ v © ۷ و‎ f € Ki] حيث‎ 
سنتأكد من ذلك بالتفصيل لأن الحلقيات من هذا النوع ستؤدي دورا مهما في‎ 
الجزء الثالث من الكتاب . وتكون الطريقة الأبسط في التحقق باستخدام‎ 
هن تمارين‎ iT VY (الخاصة الشاملة لحلقات كث ات الحدود» الى ضحة‎ 





الفصل الثالث . نلاحظ أن التطبيق FO)‏ د f‏ هو تشاكل حلقات من K[x]‏ 
إلى EndV‏ وبالتالى فهو يجعل V‏ حلقية على K[x]‏ بنفس الطريقة الموضحة فى 
ملاحظة 7 المذكورة أعلاه. ومع ذلك» إلى الذين يرغبون التحقق فإننا dena‏ 
fi alas alls‏ 


الشرط الأول: 

f(v,tv)= f(av,* v) التعريف)‎ >) 
= KAVAO) (لأن (1)0 تحويل خطي)‎ 

= fv, + fv, (La al >) 


الشرط الثاني : 


M n | : 
(حيث قد‎ K[x] عنصران من‎ f=> ax 3 g- b, x Ol 2j 
i=0 i=0 


تكون بعض المعاملات صفرا)ء ونفرض .v € Vol‏ عندئذ يكون 


H 


f+e= > (a; +b;)x' 
i=0 
وبالتالي‎ 
(f + g)v = (a; b;)a' (v) 
i=0 
= Y a;a' (v)+ V b; أنه‎ (v) 
i=0 i=0 
= fv + gv (as el (عحسب‎ 
الشرط الثالث:‎ 


باستخدام نفس الرموز نلاحظ أن 
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k=0\ i+ =k 
: وبالتالى‎ 
Ger = a, lato (حسب التغعريف)‎ 
k=0\ [+ j=k 


= 3 (a, «|$» ee) 
i=Q =0 


= f(a) (gCa)(v)) 
= fm 


الشرط الرابع: sles‏ 
يلاحظ أن البناء يعتمد أو لا على تحديد 0 معينة . وتؤدي تحويلات خطية 

مختلفة من نوع » إلى تطبيقات مختلفة من Kp x V‏ إلى V‏ وبالتالي إلى 
حلقيات مختلفة . نتكلم عن الحلقية على K|[x]‏ التى بنبيت - كما وضحنا أعلاه 
- كحلقية على K[x]‏ بنيت من V‏ بواسطة 0 . 

0- إذاكانت A‏ أية زمرة إبدالية» OB‏ المجموعة EndA‏ يكن أن تعطى بنية حلقة 
كما فى مثال حلقة (V+)‏ وتصبح A‏ حلقية على EndA‏ إذا عر فنا Qa = O(a)‏ 
لكل EndA jsa € A‏ € 0 . 


Ag) الحلقيات‎ — Y 
من‎ N على ۸ هى مجموعة جزئية‎ M من حلقية‎ (submodule) 45 3-1 الحلقية‎ 
حلقية على ۸ . هذه العمليات من‎ N على // يجعل‎ M بحيث إن قيد عمليات‎ M 
نوعين . عمليتا الزمرة الإبدالية +» - وعملية الضرب من اليسار بعناصر ۸. لذلك‎ 
: نحصل على التعريف‎ 


۹۸ الحلقات والحلقيات 


(۲-۵) تعريف 

لتكن M‏ حلقية على 1. نقول عن مجموعة جزئية من M‏ إنها حلقية جزئية 
من M‏ إذا حققت الشرطين التاليين : 

M زمرة جزئية من‎ JN (i) 

aAneNJSJ,reRJB5JrneN (i) 

يقول الشرط الثاني إن التطبيق M‏ ج XM‏ ۸ الذي يعطى بنية الحلقية ل M‏ 
يرسل NUR XN‏ من الواضح أن شروط الحلقية الأربعة تتحقق» وبالتالى فإن ١‏ 
حلقية على ۸ . النتيجة التالية مياشرة . 


(ه-") مأخوذة 

إذا كانت M‏ حلقية على ۸» فإن أية مجموعة جزئية N‏ من M‏ 0455 حلقية 
جزئية إذا وفقط إذا كان 

OEN (0 

Aan EN رودا 6 ود‎ EN (11) 


REN rek=arneN (n) 


أمننة 

.M حلقيتان جزئيتان هما )0( و‎ ۸ Ae M لكل حلقية‎ -١ 

-Y‏ إذا كانت A‏ زمرة إبدالية معتبرة كحلقية على # كما هو موضح سابقا. فإن 
الحلقيات الجزئية من A‏ هي بالضبط الزمر الجزئية . ذلك لأنه إذا كان 7 ne‏ 
وكان 4 ob ae‏ 

na-tí(a-..-«ta) 

مع In]‏ من المرات من ca‏ وهذا ينتمى إلى أية زمرة جزئية تحوي » . 

-Y‏ فى فضاء متجهء على حمل CK‏ إذا اعتبر حلقية (Ke‏ فإن الحلقيات الحزئية 
هى الفضاءات 21 45 


الحلقبات 44 


٤‏ - إذا كانت ۸ حلقة إبدالية بمحايد. فإن الخلقيات اخزئية من م هى بالضبط 
مثاليات الحلقة LR‏ تسمى الحلقيات الحزئية من CUR‏ فى الحالة غير الإ بدالية. 
المتاليات cR Js pol‏ ولكن لن نحتاج إلى الإشارة إليها في هذا SI‏ 

ه- نفرض أن ۷ فضاء متجه على الحقل K‏ ونفرض أن 8001 € a‏ ونجعل V‏ 
حلقية على K[x]‏ بواسطة :0 . نفرض أن U‏ حلقية جزئية من V‏ على K[x]‏ . 
lee A NU ase‏ تأثير كيرات ا لخدو cxlo‏ نرى أن U‏ يجتب أن 
Lab oS‏ حرفا calla, Malay . V se‏ اکان Ule‏ تت ان o all‏ 
ol Ae Uil xo‏ : 
alU) c U (6‏ 
ecu‏ أي فضاء جزئى U‏ من ۷ يحقق (*). Lia] ed‏ 

ü vu OV) عع ع عه‎ a Q"(v) EU 
. / من‎ K[x] حلقية جزئية على‎ UO, QUU sve U ولكل‎ ca, e K لكل‎ 
فى الجبر الخطى » يسمى الفضاء الجزئي» الذي يحقق (*)» بفضاء جزئى لامتغير‎ 
المعتبرة كحلقيات على‎ V الحلقيات الحزئية من‎ ol بالنسبة إلى » . لذلك‎ (invariant) 

. ۷ بواسطة ». هى بالضبط الفضاءات الحزئية اللامتغيرة بالنسبة إلى » في‎ K[x] 
أن يتأكد بسهولة باستخدام المأخوذة (7-5) أن تقاطع أي‎ PET qoas 

مجموعة غير خالية من حلقيات جزئية من حلقية M‏ على R‏ يكون حلقية جزئية من 

1. ويعطينا هذا مبررا لتعريف الخلقية الحزئية المولدة بواسطة مجموعة جزئية من M‏ 


(t-o)‏ تعريف 

إذا كانت X‏ مجموعة جزئية من حلقية M‏ على ۸ فإن ا حلقية ا لجحزئية من M‏ 
امولدة بواسطة X‏ أصغر حلقية جزئية من M‏ تحوي X‏ 

يلاحظ أن التعريف له معنى لكون تقاطع كل الحلقيات الجزئية من 14 التي تحوي 
اهو نفسه حلقية جزئية تحوي × وهى الأصغر بين هذه الحلقيات الحزئية . SS‏ نصف 
هذه الحلقية الجزئية بشكل أكثر وضوحا نحتاج إلى أن نقدم بعض الرموز . 


ترميز 


د مجموعة جزئية غير خالية «Rope‏ فإننا نرمز ب SX‏ للمجموعة 


n | 
SX = Es x,:5, ES, x; eX, 2 


i=l 





التي تتكون من كل المجاميع المنتهية من pols‏ على الشكل sx‏ حيث SE S‏ 
و EX‏ ×. لذلك SX OB‏ مجموعة جزئية من M‏ كانت M‏ هى ۸ء فإن X‏ 
رک مجر هان جوف all SX co aal role s R ope OU‏ ف Hel‏ هنو Ad‏ 
حاضل co pall‏ على اعشار أن قو Obie gamer X‏ جر OLS‏ سن ijo ail) R‏ 
الفصل الثاني). يلاحظ أن SX‏ مغلقة تحت تأثير الجمع حسب تعريفها. إذا 
كانت × زمرة جمعية جزئية من JS × Ob M‏ الصفرء وبالتالى عند اختيار 
عنصر S‏ من المجموعة غير الخالية 23 pou SX Ol ad‏ 0¢6 قد SX Las!‏ 
يحوي e × OY - (Esx) > Esh)‏ × —. وبالتالى SX op‏ زمرة جزئية 
من LM‏ خف للا SOUS T] JIL‏ زمرة ج تس ORY‏ كن SX‏ 0455 
wot 26‏ يقاس M.‏ 
عندما تكون × أو S‏ مجموعة تحوى عنصرا واحداء ستكتب SX‏ بدلا من 

}X‏ 5( » ونکتب Sx‏ بدلا من SO}‏ يستطيع القارئ أن يتأكد من أن التقارير 
pA‏ 
)1( إذاكانت X‏ زمرة جمعية جزئية من SX = (sx:x € XYOB M‏ 
)1( إذا كانت 3 زمرة جرئية من Sx = (sx:se SyOBR'‏ 
Gii)‏ كانت MM ops Ai ym ile 0458 SX OB SAR‏ 

؟ - سبق أن عرفنا مجموع مجموعات جزئية من حلقة» ويمكن تعريف مجموع 
مجموعات جزئية من حلقية على R‏ بطريقة مشابهة . فإذا كانت L‏ .... ,1 
مجموعات جزثية غير خخالية من خلقية M‏ على CR‏ فاا تغرف 


H 
> 1 5 byt E, e See Fb e L;! 
i=| 


ER الحلقيات‎ 


حيث نفرض أن 1 < ۸. ويكون هذا الترميز ذا أهمية خاصة عندما تكون كل 


)0—0( مأخوذة 
لتكن cal M‏ على R‏ 


n 
LM حلقية جزئية من‎ ١ Li OB(n2 D)M إذا كانت ,ءا.... ,ما حلقيات جزئية من‎ C) 


i=] 
M الحخلقية ا خزئية من‎ RX OD M مجموعة غير حالية من‎ X إذاكانت‎ — (ii) 


RX = V Rx, فإن‎ 
iz] 

البرهان 

. يترك برهان هذه الفقرة للقارئ‎ i) 

(ii)‏ سبق أن تحقق القارئ كون RX‏ حلقية جزئية من M‏ حيث إن الحلقة R‏ مثالى فى 
.R‏ إذا کان × RX Ob SIL, cx = Ly ٤ RXop exe‏ تحوي ×. بالإضافة 
الى للق كل حلقية جزئية من M‏ توي X‏ يجب أن تخوى كل عنصر 
(reR, xe X)rx‏ وبالتالي نحوي كل مجموع منته لمثل هذه العناصرء فهى 
إذن تحوي CRX‏ لذلك RX Op‏ هى أصغر حلقية جزئية من M‏ تحوي X‏ 


(iii)‏ سبق أن رأيثا آنه إذا كانت ¥ Re = (rx:re RJO ae‏ وإذن؛ من 


H 
€ Rum FX 4 FX, د 04$ من قل العداضر‎ Rx; التعريف»‎ 


I=] 
بهذه الصيغة بعد‎ RX نستطيع التعبير عن أي عنصر فى‎ RX لكن من تعريف‎ 
من شروط‎ T واستخدام الط‎ c a JI إعادة نجميع الحدود 6 إدا لزم‎ 


الحلقية. إذن V Rx, = RX‏ كماهو مطلوب . 


i=l 


؟ ١١‏ الحلقات والحلقيات 


)1-9( تعريفان 

يقال إن ا حلقية M‏ على ۸ مولدة نهائيا (finitely-generated)‏ إذا أمكن توليدها 
بواسطة مجموعة منتهية من عناصرهاء ويقال عنها إنها دوروية (cyclic)‏ إذا أمكن 
توليدها بواسطة أحد عناصرها . 

من المأخوذة )0-0( تكون M‏ مولدة نهائيا إذا وفقط إذا وجدت مجموعة منتهية 
من العناصر x, © M‏ .... ,× بحيث إن كل sax © M‏ التعبير عنه «كتر كيب خطى ( 


n 

M = Rx كان‎ l5] دوروية إذا وفقط‎ MOS qe وسيث‎ polax= nx 
[=|] 

x re Ré&rx&xza على‎ OM عبن‎ poe أن كل‎ Gl x € M لعنصر ما‎ 

Mg Col A 


أمثلة 

١‏ - نفرض أن ۷ فضاء متجه على حقل K‏ . إن V‏ يكون مولدا نهائبا كحلقية إذا 
وفقط إذا كان V‏ كفضاء متجه على K‏ ذا بعد منته ويكون دورويا إذا وفقط إذا 
كان 0 = dimV‏ أو 1 = .dimV‏ 

Y‏ - نفرض أن 4 زمرة إبدالية . إن A‏ تكون مولدة نهائيا كحلقية على 7 إذا وفقط إذا 
كانت A‏ مولدة نهائيا كزمرة» وتكون A‏ حلقية دوروية على A‏ إذا وفقط I]‏ 
كانت زمرة دوروية. 

- نفرض أن ۸ حلقة إبدالية بمحايد ونفرض MOl‏ حلقية جزئية من MARO .,R‏ 
كما رأينا. تكون M‏ حلقية جزئية دوروية من ۸م إذا وفقط إذا كان M‏ مثاليا 
رئيسيا فى R‏ . وبوجه خاص ۸ = QR‏ حلقية دوروية على ۸ . 

سيتم التحدث أكثر عن هذه المفاهيم مستقبلا . 


۳ _التشا OWS‏ وحلقيات القسمة 
(V6)‏ تعريف 
لتكن N 4M‏ حلقيتين على ۸» يقال عن تطبيق N‏ د M‏ : 0 إنه تشاكل (وبشكل 
أكثر دقة تشاكل حلقيات على ۸ أو تشاكل على ) إذا حقق الشرطين التاليين : 


الحلقيات ۳ 


Om, + m,) = O(m,) + 0(m.) 
O(r m) = م‎ O(m) 


or d R ولكل‎ ml, M» m, = M لكل‎ 


cas 


لاحظ أن M‏ و N‏ حلقيتان على نفس الحلقة . لا نستطيع أن نعرف تشاكل 
حلقيات بصورة معقولة من حلقية على ۸ إلى حلقية على 5 عندما تكون ۸ و3 
يعرف كل من التشاكل المتباين والتشاكل الغامر والتماثل في الحلقيات بنفس 
الطريقة التي عرف بها في الزمر والحلقات . 


إذا كانت 14و N‏ حلقيتين على KR‏ فإن التطبيق الصفری الذي يرسل كل عتضر 
من 14 إلى ,0 تشاكل حلقيات على ۸. كذلك التطبيق المحايد على EM‏ 
uio‏ على JR‏ 
ES‏ 4و 8 زمرتين إبداليتين معتبرتين كحلقيتين على ٠۸‏ عندئذ فإن التشاكلات 
على ۸ من SA‏ 8 هی التشاكلات من 4 إلى 8 مرتين . 
ليكن V‏ فضاء متجها على . إن التشاكلات الداخلية ل V‏ على K‏ هي 
العم يلات pe ded!‏ 17 إلى ati‏ ولقدسيق أن رمو ناليد الجبوعة 2 
EndV‏ . يفضل أن يستخدم الرمز t End V‏ لأنه أوضح jabs‏ بين End V‏ و 
End, V‏ والأخيرة هى مجموعة التشاكلات الداخلية للزمرة الجمعية VS‏ 
tale RS‏ مساك zal OSL aU‏ على ba €,R UR‏ 
أن oda‏ لمت o] Coe Alu A alo OSL‏ شال ااا D: R — R‏ 
يجب أن يحقق 

O(rs) = O(r)O(s) 


أت 


ه ١‏ الحلقات والخلقات 


لكل cr, s € R‏ بينما التشاكل الداخلى ف REAL‏ يجب أن يحقق 
(rs) = ró(s)‏ 

لكل REER‏ وكمثال على ذلك نأخذ Zn ow JI eR = Z‏ ج n‏ :0 
هو [sls‏ داخلي على L‏ ولكفه ليس SLAs,‏ اقات SY‏ 
OC) OC)‏ )1.0(1 = 2 = (0)1.1. وإذا كان ) = ۸ فإن التطبيق 
x‏ ج x‏ :0 الذي يرسل كل عنصر إلى مرافقه المركب هو [SLES‏ داخلى 
tiled‏ #ولكندليس Ll slo ss‏ على CC als C,‏ لان 
.i8(i) 2 i-i) = + 16.5 Oi) = OC 1) 2-1‏ 

التفريق بين تشاكل حلقات وتشاكل حلقيات على حلقة مهم جدا ولذلك 
af, HL ote‏ ليوا a An‏ تاها a‏ 

إن تطوير مبادئ نظرية تشاكل الحلقيات على حلقة س سيتبع الطريقة 
الاعتيادية باستخدام النواة» بنية القسمة» التشاكل الطبيعي . . . الخ وسنترك 
تفاصيل كثيرة للقارئ لأن النقاش يتبع مثيله في البند Y‏ من الفصل الثاني مع 
تعديلات طفيفة تأخذ فى الاعتبار التأثير من اليسار لعناصر الحلقة بدلا من 
AJ‏ ىن المستخدم في الحلقات. 

يلاحظ أولاء أنه إذا كانت N 5M‏ حلقيتين على 0:M INOW R‏ 
تشاكلا على KR‏ فإن 0 بوجه wl‏ تشاكل زمر وبالتالى يو جد له نواة 

. kerd = (m e M: Om) = OF 
. باستخدام الترميز أعلاه» يمكن إثبات ما يلي بسهولة‎ 





)۸-٥(‏ مأخوذة 

M من‎ R على‎ A idl>ker@ (1) 

(11) 1۳0 حلقية جزئية Rule‏ من N‏ 

وعند الاستقصاء عما إذا كانت كل حلقية جزئية K‏ من M‏ على ۸ هي نواة 
تشاكل للحلقية M‏ على ۸ يتم اكتشاف حلقية القسمة MIK‏ وهى تتكون» حسب 
التعريف » Ya‏ كل c‏ عات المشبار aS‏ 


١١٠١ 6 المحذقات‎ 


K+m={k+m: keki 
۸ زمرة إبدالية » ونجعلها حلقية على‎ MIK فى 14 . نلاحظ أو لا أن‎ m لكل اختيارات‎ 
r(K + m) = K + rm 
. + 71 ولكل مجموعة مشاركة‎ ” € R لكل‎ 
oy «(m-m)eKo3s «/m-meKob.K يور جه‎ K e m'ols I3! 
MIK على‎ R 36 ob «e ; K+rm=Kt+rm o وبالتالی‎ (AS > حلقية‎ K 
كما هو موضح أعلاه حسن التعريف . نلاحظ أن شروط الحلقية الأربعة محققة.‎ 
M حلقية القسمة ل‎ MIK تسمى‎ ER بنية الحلقية على‎ MIK وبذلك أعطيت المجموغة‎ 
هي‎ M أن نعطي بعض الاهتمام للحالة الخاصة التي تكون فيها‎ clos .۸ على‎ 
وحلقية القسمة‎ RIK مثاليا للحلقة ۸ للتمييز بين حلقة القسمة‎ K ويكون‎ cR ا حلقية‎ 
التي يرمز لها بنفس الرمز ۸/۸. كما نود أن نشير إلى أن التشاكل الطبيعي‎ R للحلقية‎ 
.۸ على ۸ ونواته‎ ple هو تشاكل‎ v(m) =K + ۸ المعطى بالقاعدة‎ v: M ج‎ MIK 
مع‎ O Y70 إلى‎ CAT Y) للمبرهنات‎ ALL سنكتفى بذكر منطوق المبرهنات‎ 
. بعض التغييرات الواضحة‎ 


)4—0( مبرهنة 

لتكن N M‏ حلقيتين على ۸ و K‏ حلقية جزئية من M‏ و MIK‏ د v: M‏ 
التشاكل الطبيعي . MON» SIs‏ :م تشاکلا على ۸ نحوى نواته ۸. عندئد يوجد 
تشاكل وحيد ۷ على ۸ من 11/۸ إلى N‏ بحيث يكون الرسم التخطيطي التالى تبادليا. 


$ 


M ! N 





MIK 


1 | الحلقات والحلقيات 


dca xa (1-0) 
من‎ R تشاكلا على ا حلقة‎ 4 : M >N حلقيتين على ۸ وکان‎ N 5M إذا كانت‎ 
oli «N JIM 
M/ikeró = imó 


(Y 1—0)‏ مبرهنة 
K+ LIK =LILN K‏ 


(۲-۵ \( مبرهنة 
culls)‏ نآو K‏ حلقيتين OM jo‏ من حلقية M‏ على ۸ وكانت (KCL‏ فان 
(M/K)/(L/K) = M/L‏ 


4 pe (1-0) 

إذاكانت N 9 M‏ حلقيين على 9ISL 9: M O N OLSSR‏ على OB R‏ ن 
و ا #تشدان Jib, WW‏ على الاحتواء بين مجموعة ا خلقيات الجزكية سن الى 
kero (5 oH‏ ومجموعة ا حلقيات ا حزئية من 11110 . | 

فل يستغرب الطالب ثاقب الفكر لماذا لا كن إيجاد طريقة نثبت بها كل مبرهنات 
التمائل المتعددة في مواضيع الزمر› الحلقات» الفضاءات المتجهة؛. الحلقيات› الخ 
مرة واحدة. يكن أن يحدث (AS‏ ولكنه يقع خارج نطاق هذا الكتاب وهو في الحقيقة 
e‏ مواضيع الحبر الشامل (انظر المرجع ]1965 ([Cohn,‏ , 


4 - ا مجموع المباشر للحلقيات 
يمكن الحصول على المجموع المباشر للحلقيات على ۸ VIS)‏ مأخوذة على نفس 
الخلقة ۸) بنفس الطريقة الاعتيادية . وسيؤدى المجموع المباشر للحلقيات دورا مهما 
في هذا الكتاب. حيث ستقوم فى الجزء الثالث من هذا الكتاب بالتعبير عن حلقية 


¥ ات‎ LEA 
. وستكون في الواقع لبنات بنائية أولية للبنية الأصلية‎ 


)١ ٤-۵(‏ تعريف 
يقال عن M alt‏ على Go] R‏ المجموع المباشر الداخلي للحلقيات ا جزئية 


OLLI الشرطان‎ gae 151M, .... M, 
M=% M, (i) 
i=] 


M, > M,={0} «1 SS لكل‎ (ii) 


j*i 
وكالعادة سنعتبر الخحلقية الصفرية المجموع المباشر الداخلى‎ (M=M®...0M S 


(ه-ه )١‏ مأخوذة 
إذا كانت M‏ ,... ,1 حلقيات جزئية من M‏ فإن النصين الآتيين متكافئان : 
(i)‏ 1ا مجموع المباشر الداخلي M,J‏ 
(i)‏ لكل 1 ع ۸٣۸‏ تمثيل وحيد على الصورة التالية : 
m = m, Tas F M‏ 


m, 6 M. 


اللرضان 
(ii) © (i)‏ . حسب المتطلب الأول من تعريف المجموع المباشر الداخلي» فإن 


i 
240 يم‎ m; e M c m=% m, يكن التعبير عنه بالصيغة‎ 7: e M كل عنصر‎ 


=| 


YA‏ الخلقات و الحلقات 


n 
: فيكون‎ m; € M; حيث‎ «mz Y m, أنه يوجد تمثيل آخر‎ 


I| 
m; — m, = Yn; za m) € M; O SM, = {0} 
J*i j*i 


. والتمثيل وحيد‎ M; = M; Os) 
يؤدى إلى المتطلب الأول من تعريف‎ (ii) يلاحظ بالتأكيد أن النص‎ . (i) > (ii) 
peace الوحية‎ Lob «n e MOLS l الذاتضلى.‎ LAC du 
. الموضع رقم ¡ من المجموع‎ om حيث تظهر‎ m = 0 +...+ 0 + M+ 0 +...+ Ü 
يظهر 0 في الموضع : في التعبير الوحيد عنه . إذن‎ u DM; ولكن لكل عنصر فى‎ 


در 


(i) وهذا يثبت النص‎ M; > M; = (0) 


j*i 
كما سی الط‎ ¢ lanl) الباق‎ iU باس‎ m OLS yc co el الأخوذة المكورة‎ 
ويمكن النظر إلى ,۸ كتطبيق من 34 إلى نقسهاء‎ £M, على‎ MJ الإسقاط‎ 7, : 71 m, 
.MJ داخلى‎ Sto 7 ويستطيع القارئ أن يتحقق بدون صعوبة من أن‎ 
المجموع المباشر الخارجى لحلقيات على ۸ (كلها مأخوذة على نفس‎ ely يكن‎ 
الخارجى للحلقيات‎ p الحلقة ۸) بالطريقة العادية. والمجموعة التي تبني المجموع‎ 
حيث‎ n من النوع‎ ) 71 . ..., m ) علبي ۴۸ ھی مجموعة كل العديدات‎ M a ues M, 
: على عناصر المجموع المباشر الخارجى كما يلى‎ R يعرف الجمع وتأثير‎ m © M, 





(m... m, ) (mi... m, ) = (m, m... m, + m, ) 
r(m,.,m )wirm,,.. rm ) 


يكن التأكد بسهولة أن ذلك يعطي حلقية على KR‏ نرمز لها كالعادة بالرمز 
M © ... © M,‏ . مجموعة كل العديدات من النوع 71 التي تكون كل مركباتها التى 
تختلف أرقامها عن ¡ أصفاراء هي حلقية جزئية» M, DU M,‏ ويكون M‏ المجموع 


yeg cL al tt 


المباشر الداخلى للحلقيات ;1 » كما فى حالة الحلقة . بالإضافة إلى ذلك» Op‏ كل 
مجموع مباشر داخلي خلقيات جزئية» ple‏ المجموع المباشر الخارجي لهذه الحلقيات . 


تمارين على الفصل اخامس 
(في التمارين R ALLS‏ حلقة إبدالية بمحايد إلا إذا ذكر غير ذلك) 

لتكن AR‏ الجزئية be Z)‏ ,» : 2/+ط fat‏ من € . يكن التفكير فى R‏ 
elas‏ على 7 أو كسلقية على Jic) yt,‏ اخناليق ay, AY y Y‏ الفصل). 
أثبت أن del» EU yaa + 60/2 — a bs dai‏ السلقية+ على 2 
ولكنه لا ISLES Jee‏ داخليا للحلقية على نفسها ولا [te‏ تشاكلا داغعليا للحلقة 
.R‏ أثبت أن ۸ كحلقية على GEL‏ 1, © رأر . 

لیکن V‏ فضاء متجها على حقل K‏ وأساسه ١‏ رلا (vu‏ و V‏ ج V‏ : © التطبيق 
المعرف بالقاعدة v,‏ .+ ,ناي = a(À v, A v,)‏ لكل .A, A EK‏ أثبت أن 
End V‏ ع » وصف (بإيجاد أساسات) كل الحلقيات الحزئية ل ۷ باعتباره حلقية 
على K[x]‏ بواسطة 0 . قارن هذه بالحالة التى يعتبر فيها ۷ حلقية على .K‏ 
pbs)‏ : مميز K‏ 48 يساوى 2 ). | 

cal‏ أن الجموعة 4M‏ 25 22 م Je Figs‏ 2 حلقية s‏ أثبت Lal‏ أن 
L| pU 27‏ كحلقية ولكنها لا قائل £ كحلقة . 

لكى نعمم التمرين HL‏ نفرض أن R‏ حلقة تامة وأن X‏ عنصر غير صقري 


مود كل cu‏ أنه R‏ الچ Rue‏ انث RERO‏ 





وفقط 1a]‏ كان X‏ عنصر وحدة . 


de 


أثبت أن R[x]‏ حلقية مولدة نهائيا على ۸ إذا وفقط إذا كان .R = {OF‏ أثبت أن 


Le AS Gli sud y cas JQ 
وأثبت أن‎ KR حلفية على‎ M (GR) طبيعية تجعل‎ LS be jl 
m ج‎ rm حلقية على ۸ ولیکن ۲ عنصرا ثابتا من ۸ . أثبت أن التطبيق‎ M لتكن‎ 


تشاكل داخلي للحلقية M‏ على ۸. نرمز لنواة هذا التشاكل الداخلى بالرمز 





«M,‏ أثبت أن MIM, & rM‏ . إذا كان M = M, © M,‏ المجموع المباشر الداخلي 
خلقيتين جز us‏ فأثبت أن M, = (M), © (M) oly rM = rM, © rM,‏ . 

۸- لتكن 34 حلقية غعلى M=L,®...@L, OLS \3].M=LON R‏ 
و1 © ... © N,‏ - ال فآثيت أن JM =L, © ... © L, ®N, ®... ON‏ 
المجاميع المباشرة داخلية) . عمم هذه النتيجة . 

oec dl i= 1,2J0M,EN, حلقيات على ۸و‎ 1 , M, N.N, لتكن‎ -4 
هل العكس صحيح ؟‎ .1, OM,EN ON, 

= لتكن M‏ حلقية على ۴۸ وضع ((0) = ۲۸۷1 : ۸ (re‏ = /. أثبت أن 74/1 وأنه 
يكن جعل M‏ حلقية على ا حلقة ۸/7 بطريقة طبيعية . 

11 - نفرض أن V,‏ , 17 فضاءان متجهان على حقل CK‏ نجعلهما حلقيتين على Kix]‏ 
بواسطة End, V‏ € ,0 (2 ,1 = ). أثبت أن V, = V,‏ كحلقيتين على K[x]‏ إذا 
وفقط إذا BU yeu » = y^ a, yols‏ | فضاءات متجهة من ,۷ إلى ر۷ . 

5 - نفرض أن M‏ حلقية على R‏ وآن E = End, M‏ هى مجموعة كل التشاكالات 
الداخلية على ۸ للحلقية 4 . أثبت أن التعريفين التاليين : 

(77, + 115) (m) = n Gn) + n,m) 
(1,171) (m) = n (n, (m)) 
La biel یکن‎ M حلقة . أثبت أن‎ E يجعلان‎ (N, N, ء‎ Eme M (حيث‎ 
M للحلقية‎ E وأن كل عنصر فی ۸ يعين تشاكلا داخليا على‎ E كحلقية على‎ 
m opea . مجموعا مباشرا داخليا لحلقيات جزئية‎ 1 = 1 © ... OM ليكن‎ w 


È 


الإسقاط المرافق له على M,‏ أثبت أن : 


* 


H 
(i) Y m-1 (ii) zx (iii) it janx; =0 
i=] 


حيت يرهز 0و 1 إلى التشاكل الداعلى الضفرى والشاكل الداخلى الحايد 
M ial‏ على eg yi‏ 


113 ol ald 


نفرض أن 7 ,... ,7 تشاكلات داخلية لحلقية اختيارية تحقق الشروط من (1) إلى 
(iii)‏ المذكورة أعلاه ونفرض أن .M, = imz‏ أثبت أن M - M, © ... © M‏ 
وأن 7r‏ هي الإسقاطات المرافقة للمجموع المباشر . 

E‏ - إذا كانت M‏ و N‏ حلقيتين على R‏ وكانت Hom, (M, N)‏ هى مجموعة كل 
التشاكلات على ۸ من UM‏ فأثبت أن التعريف النقطي للجمع يجعل 
Hom, (M, N)‏ زمرة إبدالية . 
ليكن M =M © M,‏ مجموعا مباشرا داخليا لحلقيتين جزئيتين وليكن ft. TE,‏ 


. 2 
الإسقاطين المرافقين له . أثبت أنه إذا كان nón; Ob ó € End, M‏ < =م. 
i, j=l‏ 


يکن mim‏ = 8 فإنه يكون لدينا التطبيق 


b fs - 
$51 P22 


nese) a cas cd أن عمليتي‎ s di I ع‎ Hom, (M, M.) o> 
على المصفوفات تجعلان مجموعة المصفوفات التى من هذا النمط حلقة وأن‎ 
۰ . التطبيق المذكور أعلاه هو تماثل حلقات‎ 

وضح ذلك في حالة كون M‏ فضاء متجها بعده 2 على حقل . عمم إلى 
ا لحالة التى يكون فيها عدد المجمعات يساوي ١‏ . 

A= برلا‎ Ly L © L, L © L عندما‎ End,A عين‎ 





gu‏ (الساوس 


بعص أنواع الحلقيات الخاصة 


إن دراسة الحلقيات بصورة عامة متنوعة ومعقدة بعض الشىء . ولكننا نستطيع تقييد 
بعض خصائص الحلقيات بطرق مختلفة حتى نتمكن من التركيز على أجزاء من 
الموضوع ولكي نتمكن من وصف ما نلاحظه بوضوح أكثر . سنعطي عناية خاصة في 
هلا الفصل لعدة عيرات Wy daze zal jo fad SLA‏ كان عدف ESI‏ ليس 
إعطاء معالحة شاملة لنظرية الحلقيات بل توضيح قيمة اخحلقيات في زاوية صغيرة من 
موضوع الجبر الحديث. فإنه قد تم تقييد الاختيار معتمدين كلية على احتياجاتنا فيما 


بعل : 


A‏ تفاصيل أكثر عن الحلقيات المولدة نهائيا 
سبق أن تعرفنا على الحلقيات المولدة نهائيا فى البند Y‏ من الفصل الخامس . نتذكر 
أن حلقية M‏ على R‏ تكو ن مولدة LSU‏ إدا وفقط إذا كان يو جد عدد منته PS ..., M‏ من 
عناصر 1[ بحيث إن كل عنصر m © M‏ يكن التعبير عنه (قد يكون ذلك بعدة طرق) 
m =r ' FH | Feas T p "n.‏ 
حيث المعاملات ۸ © ,7 . سيكون من المفيد أن نعرف كيف تسلك خاصة «مو لدة (LES‏ 
تحت SU‏ العتمليات غلى الحلقيات والتى سبق أن قدمت فى haali‏ السابق . 


Ee 


٤‏ الحلقات والخلقيات 


—3( مأخوذة 

(i)‏ إذا كانت M‏ مجموعا لعدد منته من ا حلقيات ا جزئية ا مولدة نهائيا M OL‏ مولدة 
le‏ 

(ii)‏ إذا كان من الممكن أن تولد M‏ بواسطة 5 من عناصرهاء وكانت N‏ حلقية جزئية 
من KM‏ فإن MIN‏ يكن أن تولد بواسطة S‏ من عناصرها . 

M, OG وكانت 4( مولدة بواسطة 5 من عناصرهاء‎ M =M OM, إذا كانت‎ (ii) 
. أن تولد ر بواسطة 5 من عناصرها‎ : KL 


البرصان 
(ii)‏ عمسب الفرض Stay‏ من pels‏ 4[ ولتكن esum, M‏ إن كل pas‏ 
5 
M‏ € :7 يكون لهالصيغة Lay e RI Loa m=% nm;‏ 


i=] 


M 
MINA SN + m, N + m الذي يوضح أن‎ N +” = 2.7 (N + m,) 


)١١- باستخدام (ه‎ (iii) 
على‎ jars t 


MIM, = (M, € MM, xM (M, ^ M) = M/(0) « M, 

(ii) c OVI‏ مكن أن تو لد MIM,‏ يو اسطة 5 ols pole ys‏ لذلك. M,‏ يكن 
أن تولد بواسطة S‏ من عناصرها . 

بالرغم من أن كل مجمع مباشر من حلقية مولدة نهائيا يكون مولدا نهائيا إلا أنه 
يلاحظ أن حلقيات جزئية من حلقية مولدة نهائيا ليس من الضروري أن تكون مولدة 
نهاثما . قارن ذلك مع الفضاء المتجهء حيث كل فضاء جزئي من فضاء دي بعد منته 
يكون ذا بعد منته 
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سال 

لتكن R‏ حلقة كل التطبيقات R‏ ف R‏ (حيث عمليات هذه الحلقة عمليات 
نقطية كما فى مثال حلقة ((A)‏ . إن ۸ حلقة إبدالية بمحايد حيث المحايد هو التطبيق 
الذي يرسل كل عنصر فى 8 إلى 1 . إذن , = M‏ حلقية دوروية وبالتالى فهى بالتأكيد 
مولدة نهائيا . 

لتكن N‏ مجموعة كل ۸ © f‏ الذي يتلاشى خارج فترة منتهية ما؛ أي FEN‏ إذا 
وفقط إذا كان يوجد عدد صحيح 0 < ۸ يعتمد بالطبع على cf‏ بحيث إن 0 = f(x)‏ 
طالما كان xl > n‏ من الواضح أنه إذا کان × ج ع eNO’,‏ م - f‏ وأيضا إذا كان 
e NOBh eR‏ ۸۴ لأن Af‏ يتلاشى طالما كان f‏ يتلاشى . بالإضافة إلى ذلك» إن 
التطبيق الصفري 0 ينتمي إلى N‏ إذن N‏ حلقية جزئية من M‏ 

لتكن (fs Fy}‏ مجموعة متتهية من الدوال فى ON‏ إذن لكل ؛ يوجد عدد 
صصححيح n‏ بحيث إن 0 = Ub f (x)‏ کان ixl > n,‏ . إذا كان ob «n = maxn,‏ كلا من 
Shs . ]- n. gr‏ كل تركيب خطی R)ER f,‏ € ,۸)یتلاشی 
NI SN f. Aip [- n, n] cy‏ ؛ فمثلا الدالة التى تأخذ القيمة 1 عند كل 
نقطة من [(1 + D, (n‏ + او خارج هذه الفترة تنتمي إلى N‏ ولكنها 
ليست تر کیا خطيا ل,ل. لقد Ladi‏ إذن أن N‏ ليست مولدة نهائيا 

ئيس من الصسعوبة]ستبدال الحلقة بحلقات أصغر» ملا جلقة الدوال الى لها 
مشتقات من جميع الرتب» من ۸ إلى ۸ . ۰ 


؟ — حلقيات الفتل 
(Y)‏ تعريف 
يقال عن عنصر ۸ من حلقية IR, Ie M‏ عنصر فتل إذا وجد عنصر غير صفري 
R‏ ع ۲ بحیث إن 0 = erm‏ ويقال عن حلقية إنها حلقيه فتل (torsion module)‏ إدا 
كا نكل عناضرها عناصر [os‏ . وعلى التنقيضن من ذلك» تسمى حلقية عدية 
(torsion-free module) , [zl‏ إذا كان Y‏ روج سويت صعرية . يسمى 
العنصر عنصرا ete‏ الفتل إذا لم يكن عنص ر فل ؛ | ي أن m‏ يكون عنصرا عدم الفتل 


YA‏ الحلقات والحلقيات 


|5 وفقط إذا كان 0 az r m‏ أن 0 = .r‏ لاحظ أنه في أبة حلقية على حلقة غير 
صفرية » يكون الصفر دائما عنصر فتل . 


(5-") مأخوذة 
لتكن R‏ حلقة إبدالية bes‏ ولتكن M‏ حلقية على ۸. عندئذ» لكل m € M‏ 
تكون المجموعة 
o(m) = {re R:rm =O}‏ 
مثاليا فى اخلقة ۸ . 


ola JI 

. حسب ملاحظة )1( في بداية الفصل الخامس‎ 0 © o(m) من الواضح أن‎ 
الى‎ hn fF dF, al sati OV cons: reRos FE € o(m)ol نفرض‎ 
ON! . o(m) 

(r -r)m=rm-rm=0-0=0;(rr)m=rír رزيس‎ = 20 > 0 


كما هو مطلوب (كم من شروط الخلقيات استخدم؟) 


(i)‏ تعريف 
يسمى | o(m)‏ مثالى الترتيب (order ideal)‏ للعنصر .m‏ 


ملاحظات 

ات باستحدام التعريف lll‏ يكون عنصر من M‏ عنصر فتل إذا وفقط إذا كان 
مثالى الترتيب له غير صفرى . 

١‏ - في الحلقات العامة نستطيع فقط أن نقول عن (007 إنه مثالي أيسر. 


£ 
à | D | 


١‏ - للنعتبر الزمرة الدوروية ([2] ,11 [0]) = ,۸ . لكون A,‏ زمرة إبدالية فيمكن 
اعتبارها كحلقية على / بطريقة اعتيادية ؛ لنعين ([0)]1 . لما كان .n[1] = [n]‏ 


le 5 .3ln OLS 13) Ja 23 S 31 n € o([1]) OL‏ & فان o([1]) = 3Z‏ . إذن: 
العنصر [1]» الذي له الرتبة 3 كعنصر من زمرة» يكون Ua‏ الترتيب له المثالي 
من 7# المولد بواسطة 3 (وأيضا بواسطة 3-) . يستطيع القارئ أن يتأكد أيضا أن 
37 = (0)]21. 

CL على‎ AAS 8 pine اعشارية‎ ASL 8 155 A إذا كانت‎ dole dive, 
l3] من 4 يكون دوريا (أي له رتبة منتهية كعنصر من 5 55 8( إذا وفقط‎ pare فأى‎ 
كان مثالى الترتيب له غير صفري ؛ تنطبق في هذه الحالة رتبة العنصر كعنصر‎ 
من الزمرة 4 مع المولد الموجب لثالي الترتيب للعنصر . وتكون رتبة العنصر لا‎ 
نهائية إذا وفقط إذا كان مثالى الترتيب للعنصر هو المثالى الصفرى . يلاحظ أن‎ 
مفهوم «مثالي الترتيب» يعمم بسهولة إلى حلقية على حلقة إبدالية اختيارية‎ 
بينما مفهوم (رتبة عنصر)» لا يعمم.‎ 
e عدية الفتل‎ o SS فإنها‎ CK كحلقية على‎ K على حقل‎ V إذا اعتبر الفضاء المتجه‎ 
Ob ove ۷ يرع 0 وكان 0 = مم حيث‎ e ۸ إذا كان‎ a 

0-u 0= (Wy) = lv =v 

VOLS ادات‎ g pe Cl وحيد في 7 إل‎ fb ae OOS, 
a lo nol ن ی‎ dé Lalas pins ذا بعد منتهء‎ K فضاء متجها على‎ 
| ! فهو حلقية فتل‎ ca 
r = 0 إذا كان‎ GN تكون عدية الفتل‎ RAL Ob dol إذا كانت ۸ حلقة‎ 
Aged قل وحيد‎ pare هو‎ R وإذن ضفر‎ es =OObr 400, 


a S 


4a y (O—") 


. M فتل‎ polis وكانت 7 ترمز لمجموعة‎ (Riv كانت 4 حلقية على حلقة‎ l3] 


. عدية الفتل‎ MIT وإن حلقية القسمة‎ M حلقية جزئية من‎ T OU 


البرهان 


من الواضح Tol‏ € 0. نفرض tt © Tol‏ حسب التعريف يو جد عنصران 


23! 4 - I 2 (FEL 0 بحيث إن‎ ٣, F, € R* = RN0; 


YTA‏ الحلقات والحلقیات 


MAU Hh سا‎ r لاطي ول عي و‎ aere) 
-r0-r 0 - 0 
أخيرا إذاكان‎ t-te 7 وبالتالی‎ rre R* o لا کانت ۸ لیس لها قواسم للصفر›‎ 
obreR 
r(irtj=r(r,t)=r0=0 

وعليه فإن 7 o3] .r ۲, e‏ باستخدام (Y-0)‏ تكون T‏ حلقية جزئية من M‏ 

لكى نثبت أن isse MIT‏ الفتل نفرض Te MITO‏ 7# وأنه يوجد عنصر غير 
Rig yin‏ ع #بحيث إن .r(m + T) = T‏ عندئذ يكون 7 © ٣٣‏ وبالتالى يو جد 
R*‏ € د بحيث إن 0 = .s(rm)‏ ولكن .s(rm) = (sr)m‏ لما كانت ا اة کان 
s٣ e R*‏ وبالتالی 1 Ras ۸+7۲ = Tos .me‏ فى MIT‏ هو عنصر فتل وحید 
فيها . )33 MIT‏ عدية الفتل . 


83-1 الحلقيات‎ - v 
أفضل من مفهوم حلقية اختيارية . فى الحقيقة » سنرى أن كل حلقية على حقل هى حلقية‎ 
| Ww 1 à P TS : E | " 5 

حرة» لذلك لم يبرز أبدا مفهوم «فضاء متجه > على نحو بين في الحبر الخطى . ومن 
ناحية أخرى بالرغم من كون الحلقيات الحرة تشابه كثيرا الفضاءات المتجهة فإننا نحتاج 
إلى الاحتراس من الشعور بالأمانء الناتج عن هذا التشابه» والذي لا يكن دائما تبريره . 
ستؤدي الحلقيات الحرة دورا كبيرا في تحليل بنية المبرهنات الرئيسة . سيتضح 
أن كل حلقية هى صورة حلقية حرة تحت تأثير تشاكل › وباستخدام هذه الحقيقة وبربطها 
بمبرهنات التشاكل » نستطيع أن نجيب عن أسئلة حول الحلقيات بصفة عامة بترجمة 
هذه الأسئلة إلى أسئلة حول حلقيات القسمة لحلقيات حرة. وهذه بدورها يكن 

دراستها بفحص ola‏ الحزئية التى تظهر كأنوية لها . 


(VS)‏ تعريف 
(generates M freely) 4.‏ إذاكان : 
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AR تولد 1 (كحلقية على‎ × (i) 
تمديده إلى تشاكل على . وبشكل‎ SER كل تطبيق من × إلى حلقية على‎ (ii 
م تطبيقاء فإنه يوجد‎ : X حلقية على ۸ وكان 7 ج‎ N أكثر وضوحاء إذاكانت‎ 
x € X لكل‎ YO) = Pa) بحيث إن‎ «V: M 9 N R تشاكل على‎ 
(free كل حلقية على ۸ مولدة بحرية بواسطة مجموعة جزئية تسمى حلقية حرة‎ 
على ۸ تسمى أساسا (وأحيانا أساسا‎ M كل مجموعة مولدة بحرية لحلقية‎ . module) 
. 11 حرا) للحلقية‎ 


ملاحظات 

OP للتطبيق ف‎ pone تشاكلين‎ y^ إن التشاكل الممددس وحيد لأنه إذا كان/1 و‎ - ١ 
ا كانت‎ M تكون حلقية جزئية من‎ (m ع‎ M : wim) = ym) ( المجموعة‎ 
LM فيجب أن تكون هذه المجموعة هى‎ (M تولد‎ X هذه المجموعة تحوي × و‎ 
y= os] 

A JULI لاحظ أن الحلقية الصفرية تولد بحرية بواسطة المجموعة‎ -Y 
لقد اخترنا هذا التعريف المجرد نوعا ما للحرية لربطه بتعريف الخرية فى مو ضوعات‎ 

A ملموس‎ cio s إلى‎ cline Up à d LAL وح يت فهم‎ eS اس ومع‎ 


(V—*)‏ تعريف 
يقال عن مجموعة جزئية منتهية غير حالية mus my‏ من حلقية M‏ على 
ils „lR‏ خطيا (غير مستقلة خطيا ll (linearly dependent)‏ وجدت pels‏ 


f 

lur,‏ أصفاراء بحيث إن0 = Yrm‏ . وإلا يقال عنها إنها مجموعة 
i=]‏ 

I 

on "m; =0 Bye Lee c قىن هده الخال‎ (linearly independent) J Las vs. 

ستوشلة = ]= 


1 


: g = ... =r = 0 يكون‎ 0l فإنه يجب‎ 


Ye‏ \ الحلقات والحلقيات 


مرق kdl‏ أن تشر إلى أن اللجموعة IID‏ تعر Sass) yo AJ Lbs alius‏ 
الملوضوع (بالرغم من أننا لن نستخدم ذلك) نذكر أنه يقال عن مجموعة غير منتهية X‏ 
من عناصر 11 إنها مستقلة خطيا إذا كانت كل مجموعة جزئية منتهية من X‏ مستقلة 

وهكذا تكون كل مجموعة جزئية من مجموعة مستقلة خطيا مستقلة bas‏ 
وأيضا تكون كل مجموعة جزئية تحوى الصفر غير مستقّلة خطياء إلا إذا كانت 
R= {0}‏ 

سنضع الآن تعريف الحرية بشكل أوضح . 


(8-5) مبرهنة 
لتكن M‏ حلقية على ۸ ولتكن ,۳ ,... {M y‏ مجموعة جزئية منتهية من M‏ . إن 
التقارير التالية متكافئة : 
ox M aun, mj W‏ 4 
{m,...,m} (il)‏ مستقلة خطيا وتولد .M‏ 


5 
(ill)‏ كل عنصر ١ € M‏ يكن التعبير عنه بطريقة وحيدة بالصيغة (m= »5 m;‏ 


5 
Ur e R x 
.M ع‎ Rm, ®... € Rm, الفتل و‎ pae m, كل‎ (iv) 
البرهفسان‎ 


VA .M تقولد‎ (m, m. الت نس‎ cc . (il) = (D 


S.J A QD... A الماش الخارجي‎ dim IN S re RS $5 n; = Û 
iz] 

دسخه من على ۰ وليك لا oll ee‏ اتوي © حيث المركبة رفم ؛ تساوي | .235( 

للتعريف. إن التطبيق © + m,‏ يمتد إلى تشاكل م من 74 إلى .N‏ الآن : 


Y الخلقيات الخاصة‎ gl yl بعض‎ 


0 = $(0) = (Zr. m.) = Er. 0)01( = Èr e, 
=F yay FD 

. سعقلة خطيا‎ (m,,.., m Y ol us la pr, =.= داع‎ 003] 

(iii) = (i)‏ . با أن 3" ,... MIS (n,‏ فإن كل عنصر من M‏ يكن التعبير 
عنه كتر كيب خطى على ۸ للعناصر .m,‏ إذا کان ,2۳ = ;۸ 27 حیث ۸ € (nun‏ 
Y(r -r)m; = 0 of‏ وبالتالي 0 = - ri‏ حسب تعريف الاستقلال الخطى . إذن 
كل عنصر من M‏ يمكن التعبير عنه بطريقة وحيدة كتركيب خطى للعناصر m,‏ 

(iv) = (iii)‏ . إذاكان «re R‏ وکان0 = rm.‏ فيما Om, = 0 jl‏ أيضاء فإن 
0 = ۲ ودلك باستخدام وحدانية التعبير عن كل عنصر حسب (111). Od)‏ كل من m,‏ 
عدي الفتل . من الواضح أن .M = ÈRm,‏ لكى نثبت أن المجموع مباشر نفرض أن 
.m ERM, AO XS Rm;‏ فيكون ٢, e Ro m- rm; = » rm;‏ وبالتالی op‏ 


je ji 
. كما هو مطلوب‎ m = 0 م حسب وحدانية التعبير عن كل عنصر . لذلك‎ = 0 

Ci) & (iv)‏ . من المناسب أن نثبت ذلك عن طريق (lii)‏ . يلاحظ أن (iv)‏ يؤدى 
- أن كل عنضر من M‏ يكن التغبير «ze‏ بالصيغة .r, € Rew Er m‏ إذا كان 
«Er m; = 1‏ فإنه باستخدام )10-9( نحصل على ri m; = rm;‏ لكل o3] -i‏ 
es (7 - r/)m; > 0‏ أن m,‏ عدي الفتل إذن 0 7/7 - ;7 وهذا يعطى (iii)‏ 

الآن» لتكن AN‏ حلقية على ۸ وليكن m, — n,‏ أى تطبيق عن im... I}‏ 
إلى Ia} .N‏ كان M‏ ع om‏ فإن ume rm,‏ حيث pole rr‏ معينة وحيدة AR cps‏ 
لت فا lS . dn) = Zr‏ أن ذلك له معنى: ON hä‏ ” عناصر محددة بصورة 
وحيدة بواسطة 7#. يمكن التأكد بسهولة أن مض هو التشاكل المطلوب . 


(A)‏ نتيجة 
تولد M‏ بحرية بواسطة 5من عناصرها إذا وفقط إذاكان M= RO... © R‏ 


cll, الحلقات‎ ۲ 


البرهصان 

سيكون من المناسب أن نكتب CR)!‏ للتعبير عن المجموع المباشر الخارجي RRI‏ 
مع نفسها 5 من المرات . نفرض je FeO)‏ لعديد من النوع 5 والذي تساوي مركبته غير 
الصفرية الوحيدة 1 وفي الموقع؛. يلاحظ SLs (p .... r) = Er, e, ol‏ فإن 
(e, e)‏ تولد (RF‏ » كما بالاحظ أن هذه المجموعة مستقلة خطياء لذلك فهى 
تولد (RY‏ بحرية . من الواضح» أن كل حلقية متماثلة مع حلقية حرة» تولد بحرية 
quoc T‏ 

وبالعكس إذا كانت M‏ تولد بحرية بواسطة ( Un, ..., mM‏ وحيث إن 7( (e, ..., e‏ 
Jg‏ '(كل ) بحرية فإنه يو جد ONS LAS‏ 

Q: M "لاج‎ , V: CX) لج‎ 

يرسلان Jm‏ ,© و ,© إلى ,77 على الترتيب . وعليه Py ob‏ يرسل ,© إلى ,© وبالتالي 
برسل كل تركيب OY 03] aud Me, pola et‏ عر التطبيق الايد ل (GRY‏ 
وبالمثل wo ob‏ هو التطبيق المحايد على «M‏ إذن كل من و V‏ هو BU‏ كما هو مطلوب . 


مالاحظات 

١‏ - أشير في النتائج المذكورة أعلاه إلى مجموعات مولدة منتهية OY)‏ ذلك كل ما 
سنحتاج GU]‏ ولكن يمكن أن نثبت بسهولة أن هذه النتائج ستبقى صحيحة 
لجمو عات مولدة اختيارية . 

۲ - يلاحظ أن الحلقية ۸„ تولد بحرية دائما بالعنصر 1وذلك حسب النتيجة (4-5) . 

Y‏ - من المعروف فى 11 الخطى أنه إذا كان × حقلاء فإن كل حلقية مولدة نهائيا 
على gl K‏ تعاس موه مر ادن Ul] jf (oto Se uan Rol‏ چا Use‏ 
خطيا (تسمى أساسا) وبالتالى فهى حلقية حرة . وعلى ذلك فإن تعريفنا لأساس 
حلقية اختيارية متفق مع pall‏ الاعتيادي للأساس» المعطى في الحالة الخاصة 
لحلقية على K‏ 

؛ — [SI ple‏ مجموعة مولدة لفضاء متجه تحوى أساسا لهذا الفضاء . هذا ليس 
صحيحا بصفة عامة لخحلقية حرة . بل إنه ليبس صحيحا حتى للحلقيات الحرة 
على 2. اعتبر الحلقية 2, على SZ‏ سبق أن رأينا أنها حرة ؛ وهي مولدة 


wv اا‎ cibi M yl, بعس‎ 


(لكن ليس بحرية) بواسطة المجموعة )2,3( = OY (X‏ الحلقية الجزئية المولدة 
بواسطة × تحوي 1 = 3-2 الذي يولد بالتأكيد 1,. ومع ذلك X‏ ليست أساسا ل 
ON) ,7‏ المعادلة 0 = 2.3 - 3.2 توضح gil‏ غير مستقلة خطيا على 7) ولا 
تشكل مجموعة جزئية فعلية من × أساسا «QEON‏ (43. وم المجموعة الخالية 
تولد حلقيات جزثية فعلية . 

RECOLETA PETERET ا ی م اء‎ TES T 
{Mp ..., m 3j كانت‎ I5] : o US عامة وهى‎ das BI بالنسبة للحلقيات‎ 
yen ليا‎ LS 5 يكو‎ m, bel are Ob Lae مجموعة غير مستقلة‎ 
من 7ر التي سبق أن أشير إليها أعلاه مثالا‎ X الأخرى . تقدم المجموعة الجزئية‎ 
.2 مناقضا حيث إن أيا من العنصرين 2 و 3 ليس مضاعفا للآخر على‎ 

٠‏ - بالرغم من Lol‏ حلقية حرة على UL,‏ فإنها ليست حلقية حرة على A‏ إذا كان 
0 ۶ لأن كل عنصر X‏ من ,7# يحقق 0 = nx‏ وبالتالى OB‏ كل مجموعة جزئية 
ل so RU‏ کی برط الى RU‏ عطي على AE,‏ عندما نفكر فى L‏ 
كحلقية على pai ni ali ch‏ صقرا والمعادلة 0 2 sh "C [n] x‏ سنال 
من الأحوال أن × مر تبط (غير مستقل ( خطيا . 

- قد نحاول LS)‏ فى الفضاء المتجه) تعريف البعد لحلقية حرة بأنه عدد عناصر 
أساس لهذه الحلقية . ولكن لحلقات سيئة بدرجة كافية جد حلقيات حرة عليها 
ولها أساسات ذات عدد مختلف من العناصر . سنرى فى الفصل القادم أن 
ذلك لا يحدث إذا كانت ۸ حلقة تامة رئيسة» في الواقع إذا كانت / أية حلقة 
إبدالية بمحايد لا يساوي الصفرء فإن آي أساسين لحلقية حرة على لهما نفس 
عدد العناصر (انظر تمرين (V‏ في نهاية هذا الفصل)» ستوضح النتيجة التالية 
الک مزة ce là pa ca A LAL Leal‏ ست التعيجة ts ASS‏ 
للحلقيات المولدة نهائيا بالرغم من كونها صحيحة بصمة عامة . 


(V7 Y)‏ مبرهنة 
كل حلقية مولدة نهائيا على aR‏ صورة حلقية حرة على ۴۸تحت تأثي ر تشاكل . 


all | Y :‏ والخلشيات 


اللرصان 


لتكن M= V Rm;‏ حلقية على R‏ مولدة بواسطة مجموعة منتهية عدد 


i-l 
هذه موجودة‎ FJ Lalal {x على ۸ ولیکن‎ Fi > عناضرهاى. نختار حلقية‎ 
حسب تعريف الحرية فإنه‎ (GRY حسب )4-7( في الواقع نستطيع أن نعتبر ۴ هي‎ 
حلقية‎ im تشكل‎ € M ه ,× إلى تشاكل $ على من إلى‎ m, یکن مد التطبيق‎ 
. وبالتالى فهى 14 ذاتهاء وذلك ينهى البرهان‎ MIEN ys جزئية من 1 تحوي مجموعة‎ 
: حالة خاصة من هذه المبرهنة فيما يلى‎ OVI سنذكر‎ 


)١11-5(‏ مبرهنة 

لتكن ۸ حلقة إبدالية cube‏ ولتكن M = Rm‏ حلقية دوروية على ۸ . إن M‏ 

R بين حلقيتين دورويتين على‎ PE Ae w على ۸ حلقية القسمة ((10/0)77), ؛ أي‎ LE 
. إذا وفقط إذا كان لهما نفس مثالى الترتيب‎ 





مالاحظات 

١‏ - لتكن لدينا بنية 4 يمكن أن ينظر إليها بعدة طرق» عندما نود أن نؤكد على كونها 
حلقية على ۸ نعمل ذلك بالكتابة pA‏ وهى الحالة التى ذكرت أعلاه عندما أشير 
إلى خلقية القسمة R/o(m)‏ للحلقية ۸ . ومن بين أشياء أخرى يلا حظ أن 
R/o(m)‏ زمرة إبدالية» حلقة. حلقية على ۸ وحلقية على نفسها . 

-Y‏ لم يعرف حتى OY‏ مثالي الترتيب لحلقية دوروية. لتكن M = Rm‏ حلقية 
دوروية على حلقة إبدالية R‏ يمحايد . إذا کان ۸ cre‏ وكان 0 = ob crm‏ : 

r(sm)=s(rm)=s0=0 

لكل dows 0)71( = {reR:rM={O}} SUN .r M = {0} Juss ER‏ 
خاصة أي مولدين ل M‏ يكون لهما نفس مثالى الترتيب . 


بعض أنواع الحلقيات الخاصة 0 


(NY-—)‏ تعريف 
إذا كانت M‏ حلقية دوروية على حلقة إبدالية R‏ محايد» OB‏ مثالى الترتيب 
yes‏ ل M‏ يسمى مثالى الترثيب ل M‏ 


إثبات المبرهنة )١1١-5(‏ 

يمثل التطبیق rm‏ د WSL r‏ غامرا من الحلقية R‏ إلى uM = Rm‏ كما فى 
UI‏ (5-١١)؛‏ ونحصل عليه بتمديد التطبيق m‏ ج 1 . E‏ أب والدنغبى 
o(m)‏ . وياستخدام ( ۱۰-٥‏ يكون 74 = ((1/©0)771اى . 

TONE‏ إذا كان خلقيتين دورويتين نفس مثالى الترتيب فإنهما OWE‏ نفس حلقية 
القسمة ل كلم وبالتالى تماثلان بعضهما . العكس واضح . 


لقد تمت دراسة معظم هذا الفصل بإفتراض أن ۸ حلقة بمحايد وأضيف فى بعض 
الأحيان شرط كون الحلقة إبدالية . قد يكون مفيدا أن يتأكد القارئ أين عمل ذلك . 


تمارين على الفصل السادس 
R JE)‏ حلقة إبدالية بمحايد, إلا إذا ذكر غير ذلك) 

-١‏ لتكن N‏ حلقية جزئية من حلقية M‏ على ۸. أثبت أنه إذا كانت كل من × و 
MIN‏ مولدة نهائيا فكذلك M ò SS‏ 

bel -Y‏ مثالا لحلقية لاعلى ۸ بحيث M =M, © M,O‏ وتكون 74 مولدة 
بواسطة مجموعة X‏ ويكون 0 = XOM, = XAM,‏ 

Y‏ 7 أوجد حلقية على ۸ بحيث لا تشكل مجموعة pole‏ الفتل فيها حلقية جزئية 
(إرشاد: اعتبر L‏ لعدد صحيح مناسب Gi‏ 

. أثبت أن الحلقيات الجزئية وحلقيات القسمة لحلقيات فتل» تكون حلقيات فتل‎ - f 
أثبت أن الحلقيات الجزئية من حلقيات عدية الفتل» تكون عدهة الفتل ولكن‎ 
. ينطبق على حلقيات القسمة‎ Y ذلك قد‎ 


VY‏ الحلقات والحلقيات 


٥‏ - نفرض أن M- M, + M,‏ حلقية على ۸ وهي مجموع حلقيتين جزئيتين 
عديمتى الفتل . هل من الضروري أن تكون M‏ عدية الفتل؟ ما الإجابة في حالة 
_M=M, OM,‏ 
5 - أثيت أن 9) حلقية عدية الفتل على 4 وليست حلقية حرة . 
V‏ - اعتبر كلا من التقارير التالية» وقرر فيما إذا كان صائبا ol‏ خاطئاء وأعط إثباتا أو 
مثالا مناقضا كما هو منئاسب . 
(À)‏ أية حلقية جزئية من حلقية حرة تكون حلقية حرة . 
(ii)‏ أية حلقية جزئية من حلقية حرة تكون عدية الفتل . 
(iii)‏ أية حلقية قسمة لحلقية دوروية تكون دوروية . 
(iv)‏ أية حلقية جزئية من حلقية دوروية تكون دوروية . 
gentle N 4M S =۸‏ على اهو nl p dpe WU‏ من Olea. poll‏ 
MEN‏ 
4 - ليكن V‏ فضاء متجها ذا بعد 3 على ,7 معتبرا كحلقية على Zo [x]‏ بواسطة 
E Endy V‏ 0( حيث © معرف على pole‏ أساس LLS‏ : 
alv) zy SM.‏ 
Qv) = v, t v,‏ 
O(v.) = v, + v,‏ 
أ وسيل e V IsJo(v)‏ م واستنتج أن V‏ حلقيه فتل . | dom‏ عنصرا غير صفرى / 
فی Zi[x]‏ بحيث إن }0{ = ۷ . 
٠‏ - لتكن ۸ حلقة إبدالية بمحايد» وليكن J K‏ مثاليين في الحلقة ۸. أثبت أن 
(RV) = (RIK)‏ إذا وفقط إذا كان K‏ = ل. 
١‏ - لتكن M‏ حلقية على ۸ مولدة بحرية بواسطة مجموعة (X‏ ولتكن Y‏ مجموعة 
RY & pe DS YON Xi‏ أثبت أن المجموع الماقى اق 


NON > 


بعض أنواع الحلقيات الخاصة \¥V‏ 


bel - Y‏ مثالا لحلقية ,7 © 7 = 7 © 1 = 14 على 2ء حيث 7 حلقية الفتل 
الجرئية و ر۴ ۳ حلقيتان جزئيتان غير صفريتين ومختلفتان . أثبت أنه فی هذه 
الحالة  , F,‏ حلقیتان kets‏ الفتل متماثلتان . 

۳ * - أثبت أن الحلقية 8, تكون عديمة الفتل إذا وفقط إذا كان LL‏ )0( = ۸ أو R‏ حلقة 
تامة. أثبت أن كل حلقية جزئية من LR‏ تكون حرة إذا وفقط إذا كان Lo]‏ 
2-03 أو #رسلقة اة Aut‏ 

45 - أتبت أنه على خلقات ليست cau]‏ مولدات مختلفة لخلقية دوروية يكن أن 
يكون لها مثاليات ترتيب يسرى مختلفة . سنوجز طريقة تمكنة للحل : نفرض 
أن 2 = ۷» حيث × حقل» ونعتبر V‏ حلقية على الحلقة (11,)16 بمطابقة V‏ مع 
مجم idus Jl il grate de‏ 

X 
M 


MK) SUG gx, y e Ke‏ بضرب المصفوفات . أثبت أن V‏ حلقية 


st 


يولد V‏ كحلقية على M (K)‏ احسب OV‏ مثالي الترتيب الأيسر لكل من هذين 
PY‏ ۰ 
6 - نفرض أن )0( ۶ R‏ وأن M‏ حلقية على ۸ مولدة بحرية بواسطة مجموعة X‏ 
أثبت أنه de SY‏ مجموعة جزئية فعلية من X‏ تولد M‏ 
57 - لتك ۸ حلقة إبدالية بمحايد» ولتكن M‏ حلقية > على ۸ . 
G)‏ أثبت أن أي أساسين منتهيين ل 74 يكون لهما نفس عدد العناصرء وذلك 
كما يلى : باستخدام تفرين (Y)‏ فى الفصل الثاني» اقرض أن J‏ مثالي 
أعظمى في الحلقة ۸. أثبت أن ال حلقية MUM‏ على R‏ يمكن النظر Led)‏ 
Jad ed iss‏ 907 الات قري )2019 Ladd‏ اتخاس )راه 


= 


$55 4 واد MS‏ من 


الحلقات والخلقيات 


0,8 R سا‎ ML a مشخ‎ alu Dos ROLLS T] 
RIJ على‎ MM J أساس‎ (x, + JM , ..., +ع‎ JM) 

أثبت أنه إذا كان MJ‏ أساس منته » فإن أى أساسين ل M‏ يكون لهما نفس 
العدد من العناصر . باستخدام (i)‏ هذا يتضمن ببساطة إثبات أنه لا يمكن 
أن MSO‏ أساس غير منتهء ويمكن أن يعمل ذلك بإثبات أن مجموعة 
جزئية منتهية من مثل هذا الأساس تولد CM‏ أو باستخدام الطريقة في 
(i)‏ . 

أثبت أن أي أساسين غير منتهيين لحلقية على ۸ يكون لهما نفس العدد 
الرئيسي il R c «(cardinal number)‏ حلقة . قليل من حسابات 
العدد الرئيسى مطلوب هنا. 


(11) 


(111) 


الجزء الثاني 





التفريؤ المساشر لحلفيه مولدة 
نمانيا على حلقة تامة رسيسة 


2» Fs E 1 t dte aM eatery | -f كج‎ A2. 
E fa H 2 E S n e  [- 
eth نص على غير د‎ BY, Yl A, نامه‎ 


$ الحلقيات الخزئية من WIS‏ الخرة 
2 مير هنات التمريق 
© مبرهنات التفريق (مقاربة لا تعتمد على المصفوفات) 





pre) yan) 


الحلقيات الجزئية من الحلقيات الحره 


١‏ — منهاج الفصل 

إن هدفنا فى هذا الفصل هو إثبات مبرهنة تفريق . إن مقومات هذه المبرهنة هي : 
)1( اة ا ر ڳل 
(ب) حلقية مولدة M Ul‏ على ۸ . 

ونتائح تلك المبرهنة هي : 
يكن التعبير عن M‏ كمجموع مباشر داخلي 

M-M,OM,QG..OM 

(i)‏ كل Rm,‏ = ,1 هى حلقية جزئية دوروية. 

o(m,)20(m.,)2...-0(mft) (ii) 

إن طريقتنا هى أن نعتبر ASUS‏ غامرا 84 F—‏ :0 من حلقية > (free module)s‏ 
5 إلى Feng qe M‏ ر Aha‏ ال ا إلى سين 
التماثل الأولى للحلقيات )٠١١-5(‏ نحلم “all Î‏ القسمة 187+ ]1 
نستطيع معرفة بنية M‏ عن طريق دراسة FIN‏ . ينتج في فى النهاية أن الحلقيات | الجرئية 
للحلقيات الحرة المولدة نهائيا تكون حرة (انظر V)‏ -8) أدناه) وبالتالی > على وجه 
الخصوص ٠‏ ينتج أن N‏ حرة . بعدئل نستند إلى النتيجة التالية ليت أنه من الممكن . أن 
Held shi‏ ا ا ها ا Ai‏ 


1١١ ١ 


VY‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


(3—V)‏ مبرهنة 

«$ منتهية‎ (rank) 45) وذات‎ R رئيسة » ۴ حلقية حرة على‎ dol حلقة‎ R لتكن‎ 
xn FIG yf} يوعد أساس‎ Uwe F شن‎ I Lt NS, 
Sued... ER 
NS WLS SMa f... d f ( العناضر غير الصفرية فى‎ (1) 
| d d ...]d. (>) 





مللاحظات 

١‏ - فى السياق JUI‏ هذه المبرهنة هى الشبيه الأفضل الموجود لديئا للحقنيقة 
"TIT T thy all‏ أنه إذاكان U‏ فضاء جزئيا من فضاء متجه ذى بعد 
E Saca Salo Joe olo Vita‏ أى UE. "Wie‏ 
ud‏ اماس V Mg Vd aod‏ فى al d aL Ls‏ 
0= 4 - ... د ل ,1 ع 4 - ... - ETT. d‏ المدذكورة أعلاه أن بعض 
أساسات N‏ تنتج بطريقة طبيعية من أساسات FS‏ ولكن الحقيقة التي مفادها 
أن أي ساس ل ١‏ لا ينشأ بالضرورة بهذه الطريقةء تشير إلى أن الحالة العامة 
لدت واضحة وضوح الحالة العامة للفضاءات المتجهة . 

Ob عندما يترجم إلى لغة المثاليات»‎ CO) يفيد الشرط‎ - Y 

d R2 dR mis cct R 

إذا كان 0 = cisa d,‏ فإن 0 = 4 لكل و ,... ,1 + 1 ,ا - زر 


فى هذا الفصل » سوف تكون المبرهنة (/ا-1 ) محور اهتمامنا . سنثبتها عن طريق 
تحويلها إلى مسألة عن مصفوفات على . فى الفصل الثامن سوف نستخدم (Y- V)‏ 
لنثبت مبرهنة التفريق المذكورة أعلاه. بعدئذ سوف نبحث فى مسألة الوحدانية وعن 
oo al de La Oe LL] OLS‏ هي LJ à, 5S Uda‏ الاي ets Ul‏ 
أن لدينا المبرر الكافى كى نقدم معالحة أخرى لتلك المبرهنة . وسنكرس الفصل التاسع 
تلك المعالحة . إن البرهان الذي سنعطيه هناك » سيكون مباشرا وقصيرا نسبيا ASS‏ 


سوف يتطلب عناية فائقة بالمماهيم وسوف يكون قليل التثقيف نسبيا . 


ا لحلقيات الجزئية من الحلقيات TT SAI‏ 


Y‏ -الحلقيات الحرة - الأساسات» 
التشاكلات الداخلية والمصفوفات 
Y‏ شك أن القارئ حسن الاطلاع على التقابل المشهور بين التشاكلات الداخلية 
لفضاء متجه ذى بعد منته على حقل K‏ (أى التحويلات الخطية (V> V‏ والمصفوفات 
من النوع nxn‏ على .K‏ إن وصف هذا التقابل يمتد بسهولة إلى الحالة التي ندرس فيها 
حلقية حرة نهائية التوليد على حلقة تامة رئيسة . وسوف نشير إلى الطريقة التى يتم بها 
ذلك» ولكن بالنظر إلى ألفة الحجج ¢ فإننا سوف نفعل ذلك بايجاز معتدل . 
لقد استخدمنا ANS‏ ار CES‏ فى لشن الممر هنة (\-V)‏ لنصف علد pols‏ أساس 
aA‏ ركن قبل clos «AKAN i pall eae]‏ إلى أ تعر ف yea wl‏ 
حقيقي l‏ بكلمات أخرى أن أي أساسين لحلقية حرة يكون لهما نفس عدد العناصر . 


(Y—V)‏ مبرهنة 
لتكن ۴ حلقية على حلقة تامة رقيسة» وافرض أن F‏ مولدة بحرية بواسطة 
مجموعة منتهية عدد on La ole‏ عتدئذ کل أساس ل F‏ يحتوى بالضبط على من 

Lax 


البرهان 

أولاء نستخدم الاستقراء على n‏ لنثبت أن عدد عناصر أية مجموعة جزئية من 
oF‏ مستقلة خطيا ومنتهية» أقل من أو يساوي 7. 

إذا كان 0 = F = (0) ob n‏ وبالتالى فالمجموعة الخالية هى المجموعة الحزئية 
الوحيدة من F‏ المستقلة خطيا . ]15 كان / = REF grxe F s = Rx ilka‏ 
v mu Aide‏ العلاقة 0 = s(r x) — r(sx)‏ أن Le (rx, sx}‏ ستقلة La‏ إلا إذا 
کان 0 m=‏ الحالة rx, sexe {0} Dl it Je‏ وهی غير مستقلة a‏ 
إذن فإن أية مجموعة جزئية مستقلة خطيا من ۴ لا تحتوي على عنصرين . ue‏ أن كل 
مجموعة ÀS ja‏ من مجموعة مستقلة خطيا تكون مستقلة خطياء ade OB‏ عناصر أية 
مجموعة جزئية مستقلة خطيا من CF‏ لا يزيد على عنصرين أيضا. 


١7‏ التفريق المباشر dad‏ مولدة تهائيا على خلقة ثامة.رئيسة 


UE ER, O. OF Syne E‏ ل يون 
X = (x, KS, F HRS O ORF,‏ مجموعة p‏ من F‏ بحيث 
ير < إذاكانت XCF‏ فبالاستناد إلى فرض pe X Ol d cel Aa Yl‏ اة 
خطيا. Ul‏ إذا كانت X © F‏ فإنه» من غير أن نفقد العمومية. US‏ أن نفرض 
أن e F‏ بين «5M‏ $1 

F/F > Rf, (1)‏ 
وهى مولدة els pared po‏ وبالتالى فإن المجموعة m. fx +F, x; + F}‏ 
xe‏ خطيا [SI‏ 452 03 جد pao‏ اق eR‏ ۽ USADAS pd cr,‏ الع 
الصفري» بحيث ON. Bx s; x, € F sl e r(x +F)+s;(x; +F)=F‏ اذا 
كان 0 = r(x) + F)- F obs,‏ . ولكن F‏ + × عنصر غير تافه فى الخلقية F/F‏ 
KML‏ مع في وقلك يسبب )1( oet e‏ إلى CP) SLM‏ اللي يبق 070( 
مباشرة إن م عديمة الفتل وبالتالى فإن 0 = cr,‏ وهذا تناقض . ]53 0 s;‏ لكل 
dm‏ ضع y, = rx, + SX,‏ € عندئل نكون $323 جدنا 1 m—‏ عتصرا Yy eo Y,‏ 
فى ill F-Rf;O--ORf,‏ رة بواسطة 1 -#عتصيرا ل( ر . le‏ 
آن 1- سح 1 - opm‏ بالانساد إلى فرق chad el ace I‏ هله العناضر غير dina‏ 
خطيا. إذن توجد عناصر ty ..., 1, ER‏ ليست جميعها العنصر الصفري» بحيث 


m 
poles فإ‎ ox, ee هن‎ get CS کر‎ SI a ا‎ 1 
l i=2 


lis #0 Gaus BOME حيك 0ه‎ + Am p § 22 a 

on‏ أن Ll‏ هذه المعامللات غير صفرى. XPOS‏ ) غير مستقلة خطياء.. إن 
هذا يثبت: og ge Ul‏ التى Ulo‏ بها البرهان . 

bezal .n2k ob FI A4 La Lb {u,, — uf تقدم ينتج أنه إذا كان‎ le 

إلى التماثل فإن .k 2n‏ وبالتالى «oy k= NIG‏ ولكى نتم البرهان» نفرض أنه 

wld do‏ غير FIZ am‏ لقن e Be pate, end‏ اعدد سر لگ 


l 
حاقية على‎ Mee MG, sz ااج تظبيقامن‎ , F*- V Rz, 


pel 


الحلقيات tI‏ ثية من الحلقيات s dd‏ 0 


فإننا نستطيع أن فدد عذا التظيق إلى [SLES‏ من M QEF*‏ كما يلى : أولاء مدد 
التطبيق إلى 7 وذلك Ob‏ نقرن جميع العناصر المتبقية في 7 بالعنصر الصفري. ثم مدد 
إلى تشاكل من # بأكمله إلى 74 وذلك بالاستناد إلى أن 2 تولد F‏ بحرية (تذكر التعريف 
Z de peel 03] CCA“)‏ اک لد cd pu F*‏ وپالا ساد إلى (AV)‏ تكو 
مستقلة خخطبا . إذنء بالاستناد إلى النض المذكور فى بداية البرهان يكون tS‏ ولكن 
با أن Lal‏ غير مه Ub‏ ستطيع eap LO]‏ 5۸ وبالتالى فإننا نحصل 
على Las. SAUL‏ يعم OLA,‏ 
آخذين هذه النتيجة بعين الاعتبار» نستطيع OV!‏ إعطاء التعريف التالي . 


(T-V)‏ تعريف 
لتكن F‏ حلقية حرة (على حلقة تامة رئيسة) ذات أساس منته . عندئذ نعرف 


: FJ jebal ol pole 4e eile (rank) ai) 


ملاحظات 

. فى حالة الفضاءات المتجهة. من الواضح أن الرتبة هي البعد با معنى المعتاد‎ - ١ 

؟- فیمایلی» عندما نتكلم عن أساس ل ۴ فإنناء غالبا ما نقصد أساسا مرتبا 
«(gl : (ordered basis)‏ مجموعة من العناصر التى o 4S‏ اساسا وتكون قد 
Gs cael‏ نعينا « وبالتالى فإن أي أساسين مؤلفين من نفس العناصر ومرتبين 
بطريقتين مختلفتين يعتبران مختلفين . وعوضا عن استخدام ترميز معين من أجل 
peel‏ ن E‏ والأساسات غير Cop A M‏ سرك ts JU‏ أن 
بستنبط الأساس المقصود من سياق الحديث» ونلاحظ هنا أنه عندما نتعامل مع 
مصفوفات التشاكلات الداخلية » كما هى olaf JLH‏ فان تر تیب الأساس يكون 
مهما دائما . 
الآن» لتكن Lab F‏ حرة على ۸ ذات رتبة منتهية 5<0 )> (RE‏ كما ذكرنا 

سانقاء من OVI‏ قصاعدا ترمز إلى حلقة تامة.رئيسة)» وليكن bakal f= {fis cr f‏ 

ل . عندئذء إذا كان End, F‏ ع 0 فإنه بالاستناد إلى (A-V)‏ يكون 


١ 5‏ التفريق المباشر لخحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


a(f;)= Saf; ; 491,2, 5) (2) 
j=l 


حيث العناصر ER‏ ,© معينة بشكل وحيد . إذن © تعين» بشكل وحيد» مصفوفة 
زبيها- A‏ من النوع 5 SX‏ حيث مدخلات 4 تنتمي إلى KR‏ والعمود رقم امن ۸ 
يتكون من معاملات a(f)‏ بالنسبة إلى الأساس f‏ بالعکس» إذا كانت A = (a,)‏ 
مصفوفة اختيارية من النوع S KS‏ حيث مدخلات A‏ تنتمي إلى ۸ فإن تعريف الحرية 
يشير إلى أنه يوجد تشاكل داخلى وحيد ل ۴ بحيث يكون تأثيره على fis .... f‏ معطى 
ب(2). إذن فالتقابل » المعطى بواسطة )2( c‏ بين التشاكلات الداخلية والمصفوفات يكون 
واحدا لواحد. 

نستطيع أن نجعل End,F‏ حلقة بالطريقة المعتادة ؛ أي عن طريق تعريف مجموع 
وجداء كل زوج a, P E End,F‏ كما يلى : 

(a + B) (x) = a(x) + B(x), Ca) (x) = ap) 
تشاكل داخلى ل‎ OB و‎ © + B لكل ۴ © ×. نستطيع أن نتحقق بسهولة من أن كلا من‎ 
فإن‎ (b, ) يقابل المصفوفة‎ BOL حلقة . إذا‎ End F ومن أن العمليتين تجعلان‎ F 
إذن‎ . B(fi)- $ bj fj 
J 


(a + BA) = (fi) BU) = Saji fj Ebr رك‎ = Dan + nf; 
(aB)( Fj) = a( B(f;)) xs ba 7 = X bj at( f ;) 
i j 


aufge] 


k 
(k, D الموقع‎ (entry) كما أن مُدْخخَل‎ (a, + b, ) إذن» إن المصفوفة المقابلة ل 8 + © هي‎ 


فى المصفوفة المقابلة ل 0 هو Dar; bj,‏ . وهكذاء فإننا إذا عرفنا مجموع وجداء 
j‏ 


vy تة من الخلقيات اخ‎ aren wien 


المصفوفات كما هو معتاد» فإن التطبيق الذي يقرن كل تشاكل داخلى بمصفوفته يكون 
pU‏ | حلقات من End,F.‏ إلى M (R)‏ . فى الحقيقة » يكون هذا هو السبب الكامن وراء 
تعريفنا aot‏ وجداء المصفوفات كما هو معتاد . لاحظ أن هذا التماثل قد أنشىء بالنسبة 
إلى أساس خاص ل۴ € على وجه العموم إن الأساسات المختلفة تقابل OWE‏ مختلفة . 
OV‏ إذا کان © تشاكلا داخليا FI‏ فإن © يكون ME‏ ذاتيا إذا وفقط إذا كان 
ap- 80-1, (3)‏ 
حيث ,1 هو التطبيق المحايد على ۴. واضح أن مصفوفة ,1 هي المصفوفة المحايدة 
المعتادة من النوع s‏ × ء. بالاستناد إلى التماثل بين End,F‏ و a£ «M (R)‏ أن )3( 
تكافىء 
AB = BA « 1, (4)‏ 
حیث ۸ و B‏ هماء على الترتيب» مصفوفتا» و8 بالنسبة إلى f‏ وحيث,1 هي المصفوفة 
المحايدة من النوع 5 × ؟ . 


(£V)‏ تعريف 
إذا كانت A‏ مصفوفة من النوع S‏ × 5 على KR‏ فإننا نول إن A‏ قابلة للانعكاس 
(invertible)‏ إذاكانت تو جد مصفوفة B‏ من النوع ± × على ۸ بحيث تتحقق العلا قة 
)4( . (غاليا ما تسمى المصفوفه القابله للانعكاس مصمو di‏ غير شاذة (non-singular)‏ . 
وهذه التسمية متداولة » بشكل خاصء عندما RO SS‏ حقلا ) . إن التكافؤ بين (3) و 
)4( يفيدنا أن التماثلات الداخلية ل F‏ تقابل بالضبط ا مصفوفات القابلة للانعكاس 
وذلك في التماثل بين M) 9 End F‏ - من الواضح أن المصفوفات القابلة للانعكاس 
ھی pake‏ الو حدة في .M (R)‏ 
عندما نتعامل aly Jes SAM e‏ کی هي الحال بالنسبة للفضاءات 
ابول UNT TERAPIAS‏ إلى اماس RA EPEE AE‏ 
أعلاه تفيدنا عن كيفية القيام بذلك . نعلم من (Y- V)‏ أن ote‏ عناصر أي أساس FJ‏ 


YTA‏ التفريق المباشر dad‏ مولدة تهائيا على حلقة تامة رئيسة 


: ولنعتبر السؤال التالى‎ (S مجموعه عناصر عددها‎ J" = ‘fis E AES OO شو‎ 
إن‎ € F J LLLA f* 0,55 خی‎ Gad أن‎ Cow الى‎ by ھا سی‎ 


Lo anfs i Om Ls. 2s) 


ja 
مصفوفة ماء من النوع 5 × ى على ۸. من تعريف الحرية» نعلم أنه‎ A= (ay) حيث‎ 
Eas üt (fis fi — 9 à 
gf ادبا اا‎ Ren Dias corel sy SAM من المعادلة‎ f= 1,2,. 

الآآن» نأخذ بعين الاعتبار هذا الترميز ونقدم المأخوذة التالية. 0 


(6—V)‏ مأخوذة 

: التقارير التالية متكافئة‎ 
FJ lol f* (i) 
FJ داتي‎ ua (il) 


البرهان 

ما أننا قد أثبتنا سابقا تكافؤ التقريرين الأخيرين فإنه يكفى اثبات تكافؤ (i)‏ 
(ii) 5‏ 

من الواضح أنه إذا كان » WE‏ ذاتیا ل ۴ فإن f*‏ يكون أساسا FS‏ فى الحقيقة. 
إذاكانت M c ۸, ..., m, e M‏ حلقية ما على ۸ء فإننا بالأستناد إلى تعريف الخرية 
az‏ أنه یو جد تشاكل OM‏ 7 :0 على R‏ بحيث ef ) = m‏ لعا (Axe .1 <i Ss‏ 
يكون M‏ جه WSLS 601 : F‏ على ۸ ويقرن هذا التشاكل [Smo f;‏ ) . 

بالعکس» إذاكان f*‏ أساسا فإنه يوجد تشاكل داخلي 8 على FIR‏ بحيث 
BUS; )= f; )1515 3(‏ . واضح أن ,1 =8 gb PU aop JUL, «Bac‏ 


الحلقيات المرئية من الحلقيات الحرة YYA‏ 


إذنء فتغييرات أساسات الحلقيات الحرة على حلقة تامة رئيسة يتم إحداثها 
بواسطة المضفوفات القابلة للانعكاس UU‏ كما هى الحال بالنسبة إلى الفضاءات 

ليس ضروريا أن نؤكد بقوة أن ALL‏ السابقة لتمثيل التشاكلات الداخلية FS‏ 
بدلالة المصفوفات» قد تمت بالنسبة إلى أساس معین ‏ ل ۸ . ولكن غالبا ما يكون مهما 
أن نعلم ماذا يحدث عندما ننتقل إلى أساس جديد f*‏ ل ۴ - ما العلاقة التي تربط 
مصفوفة تشاكل داخلي 0 بالنسبة إلى f”‏ مع مصفوفة 0 بالنسبة إلى ؟؟ نستطيع الإجابة 
عن هذا السؤال بسهولة. فى الحقيقةء ليكن B‏ هو التماثل الذاتي ل۴ الذي Fide‏ 
إلى f‏ . عندئذء إذا كانت | (aj;‏ هي مصفوفة © بالنسبة إلى OW!‏ 


alfi 35 f; 
J 
3 أي را8‎ 
j 
E a&(f = Lain fi dò) 


: glee" AE هی مصفو فة‎ A*= (a) يعنى أن‎ » SLE a 
A* = X-AX إذن‎ 
أعلاه فإن هذه هي المصفوفة التي‎ Ul وكما‎ ef حيث × هى مصفوفة م بالنسبة إلى‎ 
f بدلالة‎ fioe تعبر‎ 

نختم هذا البند بملاحظة عن المحددات . إذا كانت X‏ مصفوفة مربعة على حلقة 
إبدالية بمحايد فإنه یکن تعريف محدد UU .detX «X (determinant)‏ كما فى حالة 
ERIT.‏ قل اا cits tall tinal AMT‏ ھی Lig!‏ 
فى هذه الحالة . يستطيع القارئ أن يتأكد من ذلك بسهولة» وذلك عن طريق العودة 
إلى بسط موضوع المحددات في أي كتاب دراسي عن الجبر الخطي . وفحص البراهين 
الموجودة هناك . وحاليا نحتاح فقط إلى اخقيقتين التاليتين : 


PA‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة Lili‏ على حلقة تامة ركه 


. det XY = detX.detY ob X, Y e M(R)oOUG!S] (1) 

(adj X), = X., حيث‎ X.adjX = adjX.X = detX.1 ob X e M(R)OUGIS] (11) 
X فی‎ ×, , (cofactor) هو متعامل‎ 

للمصفوفات القارلة للانعكاس ا .R‏ 


(1—V)‏ مأخوذة 
إذا وفقط إذا كان 061616 عنصر وحدة فى „R‏ 


البرههان 

XY =1 بیت‎ Y € M (R) إذن توجد‎ . IR قابلة‎ X اقرقن آن‎ Yal 
det X إذن‎ . det X.det Y = det 1, = | نجد أن‎ (i) المحدد للطرفين واستخدام‎ job 
» (i1) عندئد» فى‎ R وحدة فى‎ pas detX عنصر وحدة فى ۸ . بالعكس . افرض أن‎ 
قابلة‎ X 03) . Y - (det XY" adjX حيث‎ XY = YX = 1, لنستنتج أن‎ detX نقسم على‎ 
. للانعكاس‎ 

إذن» على سبيل «JUI‏ إن عناصر )7( M‏ القابلة للانعكاس هى تلك العناصر 
التي محددها يساوي ±1 € كذلك إن عناصر (KE)‏ 16 القابلة للانعكاس هى تلك 
اااي التي ميحددها ينتمى E M‏ ۰ 


)١-۷( صياغة مصفوفية للمبرهنة‎ — Y 
مستخدمين لغة المصفوفات . ولكن قبل أن‎ (Y 7 V) فى هذا البند سنعيد صياغة‎ 
نحتاج إلى إعطاء البر هان الموعو د بأن ا لحلقيات الحزثية للحلقيات اخحرة‎ bp نفعل ذلك‎ 
ذات الرتبة المنتهية (على حلقة تامة رئيسة) تكون حرة. سوف نستخدم المأخوذة التالية‎ 
وهي تعبر عن إحدى خواص الحلقيات الحرة ؛ وهذه الخاصة مهمة جدا فى سياقات‎ 
وقد سمت‎ MLS «خاصة‎ Gg] «dy Lag ol po Be تقدما وسوق تسعد إليها‎ I 


الحلقيات الجزئية من الحلقيات ١ SA‏ 


ab wa Loy us‏ إذا حققت شروط معينة» فإن الحلقية تنشطر إلى مجوع مباشر 
خلقيتين جزئيتين . 


(V- V)‏ مأخوذة 
لتكن M‏ حلقية على ۸» لتکن F‏ حلقية حرة على ۸ ذات AZ‏ منتهية» وليكن 
MOF‏ © تشاكلا غامرا . عندئد توجد حلقية جزئية *#من M‏ بحیٹ F* =F‏ 

.M-—F* © keró c 9 


ملاحظة 

بالرغم من أننا قد قصرنا نص هذه النتيجة على الحلقيات الحر ة ذات الرتبة المنتهية 
على حلقة تامة رئيسة. فإنها صحيحة فى حالة الحلقيات الحرة الاختيارية بالاستناد إلى 
نفس الحجة . لقد ذكرنا الفرض المقيد فى النص ابتغاء للسهولة» وما على القارئ الذى 





اسان 

لیکن f, suf‏ أساسا ل . dolus‏ تشاكل غامرء فإنه توجد عتاصر m € M‏ 
Mm) fc‏ حيث 35> 7 > 1. حسب تعريف الحرية فإنه یو جد تشاكل 14 ج ۴ : زا 
على ۸ بحيث Wf) = m‏ لكل 5 > 1 > 1 . عندئذ OWS) = f‏ لكل i‏ وبالتالى فإن 

óy - 1, (5) 

ou .F*= WF) SS‏ أن هذه الخلقية هي Ald‏ الحزثية المطلوية. بالاستناد 
إلى )5( (O23). WF *) = QWF) = F oS.‏ إذاكان M‏ ع dm) = é(m*) oim‏ لعنصر 
ما m* e F*‏ . إذن 0 = K = keró »ó(m —m*)‏ ع ¿m e K + F* b3) .m-—m*‏ 
وبالتالي K+ F* = Mop‏ الآنء لیکن «Aie .ne Ko F*‏ يوجد f € F‏ 
بحيث vif)‏ = ۸۔ e Koll‏ ۸ فإنناء وفق )5( نجد أن O(n) = Qu(f) = f‏ = 0 
إذن 0 = ۸ و }0{ = F*‏ مي وبالتالى ob‏ *7 © 2 - 14 . أخيراء غا آن ۴ = AF)‏ 
وما أن نواة اقتصار 4 على F*‏ هي (0) = GO) FF OK‏ قا ھن إلى JF‏ 


VET‏ التفريق المياشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


(A—V)‏ مبرهنة 
إذا كانت ۸ حلقة dol‏ رئيسة وكانت F‏ حلقية > ded‏ ۸ ودات رثية S Aga‏ 
Ob‏ كل حلقية جزئية من تكون حرة ورتبتها أقل من أو تساوي S‏ 


البرصان 

نستخدم الاستقراء على 5. إذاكانت 0 = s‏ فإن )0( = F‏ وهي مولدة بحرية 
بالمجموعة AS‏ وإن هى الحلقية الجزئية الوحيدة من نفسها في هذه الحالة . إذا 
كانت 1 = s‏ فإن ۸ے = #وفق 0 —4(( وإن الحلقيات الحزئية من pla F‏ المثاليات ل 
من ۸. يما أن ۸ حلقة تامة رئيسة فإنه يوجد J‏ € » بحيث .J = Ra‏ إذا كان 0 a=‏ 
J = (0) Ob‏ وهی حلقية حرة على ۸ رتبتها 0 وإذا كان #0 ۾ فإن التطبيق rà‏ د r‏ 
يكون olde pli‏ على من في إلى QR od) -Ra 2 J‏ > دوعي خترة ورثبتها 1. 

الانء افرض أن 1 < . وأن المبرهنة صحيحة للحلقيات الحرة التى رتبتها أقل من 
ف D cue .F JUL f = ff, wf asd‏ ا وکر ن 0227© 8 د ۴ 
لتكن ۸ حلقیة جزئية من #وضع Rf,‏ © ... © 8/2 = ۴ : واضح أن F‏ حلقية 
جزئية حرة رتبتها 1 -5. casse‏ بالاستناد إلى FAN ON cel AIL‏ حرة ورتبتها 
أقل من أو تساوي 1 - 5. 

COMI‏ حسب مبرهنة a£ (11-0) BUE‏ أن 

FIF - Rf, OGF/F & Rf R] nF - Rf, JO) E Rf, 
۴/۴ التشاكل الطبيعى من إلى‎ ga v رة ورئيتها 1 لیکن‎ F/F وبالتالى فإن‎ 
إلى حلقية جزئية من‎ N عندئذ» إن 7 تطبيق غامر من‎ . N على‎ v وليكن 7 هو اقتصار‎ 
نجد أن هذه الحلقية الجزئية سوف تكون حرة ورتبتها‎ s = 1 وبالاستناد إلى الحالة‎ » F/F 
أن‎ a (V-V) بالاستناد إلى المأخوذة‎ Wb ker? = FON أو 0. عا أن‎ [ 
N=L®(FON) 

cp Bl وركيتها‎ > N= FON db cL = CO} إذاكانت‎ «1 MOGs Es 
N = Rx © Rg, € .. € Rg حرة ورتبتها 1 فإن‎ L = Rx cats أو تساوى 1 - 5. إذا‎ 


ا لحلقيات الحزئية من الحلقيات اة EF‏ 


حيث ( ع.... , 8) أساس FANS‏ . ما أن 1 - 5 > ۲ فإننا نجد أن لل حرة ورتبتها أقل من 
أو تساوى 5 كما هو مطلوب . 

لنعد الآن إلى الموقف المبين في »)١-1١/(‏ حيث N‏ حلقية جزئية من F  ثيحو F‏ 
la e$ agna 43 155 p> Lal‏ رق Ol Ul‏ كلام ۴و asd N‏ ضفوية : لیکن 
f = {f,, ...f}‏ اساسا ل ۴ء n — (1, n) o Sl‏ اساسا NJ‏ - إن a‏ هذا 
الأساس موجود وذلك بالاستناد إلى (A7 V)‏ ما أن العناضر n,‏ تنتمی إلى OF‏ 


4 
n; =% aif; | el. 2.4 t) 
j=l 


حيث pa‏ عناصر في ۸ معينة بشكل وحيد . عندئذ» إن المصموفة (,,©) A=‏ من 
النوع ۲ × د وهي معينة بشكل وحيد عن طريق تعيين الأساس المرتب f‏ ل ۴ والأساس 
il‏ تب IN Jn‏ تسمى هله المصفوفة «OM f SASL pit‏ سترى ماذا يحدث 
Dt Uude‏ أساما LaL E 1 PEEL‏ جديدا .NIn*‏ ما هي علاقة مصفوفة n*‏ 
dU‏ إلى TAB uallo f*‏ 

بالاستناد إلى البند الثانى من هذا الفصل » نعلم أن الأساسات الجديدة تعطى 
بواسطة مصفوفات قابلة للانعكاس ؛ أى 


3 
E á 
fs xy, 


j=l 


eo j 
nmi = 2y" 
j=! 


حيث X = (x)‏ مصفوفة من النوع X s‏ 8 وقابلة للانعکاس على ۸ وحيث Y = (y)‏ 
مصفوفة من النوع ۲ ×1 وقابلة للانعكاس على ۸ . نستطيع أن نعبر عن العناصر f,‏ 
بذلآلة العناصر f^‏ وذلك daly‏ المضفوفة LX‏ فى Lal‏ إذا كانت X^! = (£y)‏ 
op‏ : 


Lt) dab Atle de Uis فنا‎ qa Melt SLE ss ua E 


Exe) j= XX ji kj fk = 2X x pte = 20g fy =f; 
; وحيث تتم عملية الجمع بالنسبة إلى الادلة التي تظهر مرتين‎ AT هي دلتا‎ Ò, حيث‎ 
n -Xyjn;-Xyjayf, = UW ji My Xy fj 


^ | di 
= EXy y yj fi 


- (xar) f; 
هى‎ f* مصفوفة *7 بالنسبة إلى‎ Ob وبالتالى‎ 
A* = X"AY = 
نستطيع أن نستبدل 4 بأية مصفوفة‎ N إذن» بإجراء تغيير مناسب لأساس كل من 7و‎ 
مصفوفة اختيارية قابلة‎ Y aX متعلقة بها بالشكل المذكور أعلاه» حيث كل من‎ 
. للانعكاس ومن نوع مناسب على ۸ . إن هذه النتيجة تدفعنا إلى إعطاء التعريف التالى‎ 


(I-V)‏ تعريف 

لتكن 4و #8مصفوفتين من نفس النوع على R‏ عندئذ» نقول إن B‏ 
مكافئة (equivalent)‏ ل A‏ (على ISCR‏ كانت توجد مصفوفتان 9X‏ لاعلى R‏ (من نوع 
مناسب ) بحيث : 

B=XAY 

I M‏ إن هذه العلاقة من «التكافؤ» هي علاقة ISS‏ » ويستطيع القارئ 
أن يتحقق فن ذلك بسهولة. 

ASS الي هة‎ O JE ol pe Se SLE SLES ق‎ ١ن‎ C$ pe COV 


والتى تخص المصفوفات . 


)١١--1/(‏ مبرهنة 
لتقن UIA xxl, cindy eR‏ مصفوفة من النوع 1× 5 على R‏ 
عندئد» إن ۸ مكافئة على R‏ لصفوفة ) diag(d,, ..., d‏ حيث |٠١٠4‏ ك . 


\ £0 PAI من الحلقيات‎ i gl الحلقيات‎ 


إن المصفوفة diag(d,, ..., d,)‏ المذكورة أعلاه هي مصفوفة من النوع 1 SX‏ 
وعناصرها الموجودة على القطر؛ أي فى الأماكن (Uy U)‏ ,... ,)2 ,2( ,)1 ,1) هى 
«(u=min{s, t) d,d,,...,d,‏ ولک gN la pols‏ 6 ش 

إن ela‏ (۱-۷) من )17 CV‏ أمر سهل . من أجل ذلك» نفرض أن F ,N‏ 
معرفتان كما في (۱-۷) . إذا كانت }0{ (No‏ فإننا نأخذ أي أساس ل ۴ ونأخذ جميع 
العناصر d;‏ أصفارا. إذاكانت )0( «N z‏ فإننا نفرض أن NJ, Lin‏ وأن f‏ أساس ل 
#كماهو مذكور coSed‏ ونفرض أن A‏ متضغوفة Lf Sab n‏ عتدئذ + بالاستتاد 
إلى V)‏ - * 1( نحد أنه توجد مصفوفتان X‏ و Y‏ قابلتان للانعكاس على R‏ بحيث 

X AY = diag(d , ..., d) 
ل‎ n* و‎ f* تعينان أساسين جديدين‎ Y 9 X وكما هو مذكور أعلاه فإن‎ . di dd, حيث‎ 
: إذن‎ . diag(d,, ..., d.) ھی‎ f* و إن مصفوفة *7 بالنسبة إلى‎ oN و‎ F 
ny - 7 IL n, - d, f, 

هو أساس OW NI‏ إذا وضعنا 0 = 4 - ... -, 
فى هذه الحالة 4 هي cr‏ فإننا نحصل بالضبط على النتيجة .)١-۷(‏ 

بناء على ما تقدم» فإن هدفنا OYI‏ هو إثبات .)٠١-۷(‏ وبالتالي فإننا نستطيع 
ol‏ اس akadi‏ ۶ و LIN‏ وان ت lb geval Je ss‏ 


.4 وتذكرنا أن ك نه (فى cA al‏ 


٤‏ — العمليات الصفية الابتدائية والعمليات العمودية الابتدائية 
إن ما سنتعرض له فى هذه الفقرة مألوف جدا فى الحالة الخاصة التى تكون 
عناصر ob gall‏ قيهاعنصية إلى fae‏ أولاء تمرف قائمة من الصقرقات ns AMI‏ 
الخاصة etd ly‏ عناصرها إلى ۸ (ليس ضروريا تعيين النوع) : 
(i)‏ ,هي المصفوفة التي نحصل عليها من مصفوفة الوحدة عن طريق تبديل الصف 
i‏ والصف ار 
Gu) (il)‏ المصفوفة القطرية التى نحتوى على ۸ فی الضف اج ae‏ 
وحدة فى KR‏ وتحتوي على 1 فى الأماكن القطرية الأخرى . 


F 
سي‎ 


ا التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


(ii)‏ لأي ۸ > مو ن زإن (7) ,11 هى المصفوفة التي نحصل عليها من مصفوفة 
الوحدة عن طريق ضرب الصف بالعنصر cr‏ وجمع الناتج إلى الصف :. 
فالمصفوفة )7( ٨1,‏ تحتوي على 1 فى SLY‏ القطرية» وتحتوي على ٣‏ في المكان 
cS ss (i, j)‏ على أصفار فى الأماكن NT‏ 

(aro مع تبديل كلمة‎ H, (r) بنفس الطريقة التي عرفت بها‎ H u(r) تعرف‎ (iv) 
ولكنه من المفيد أن نستعمل‎ « Hir) = H i (r) بكلمة «عمود» . في الواقع إن‎ 
. الرمزين‎ 

detG;(u) 2 u « det H;,(r) = det H;,(r) = 10]‏ و 1- 2 det E;‏ وهمكذا 
فمحددات جميع هذه المصفوفات pole‏ وحدة في ۸» وبالتالي فإنه بالاستناد إلى 
(/1-1) تكون جميع هذه المصفوفات ALG‏ للانعكاس . 


)١١-۷(‏ مأخوذة 
إن مفعول ضرب مصفوفة معطاة (من نوع مناسب ) من اليسار بالمصفوفة : 
CV)‏ ,۴هو تبديل الصف ا والصف [. 
(Y)‏ (4) 6هو ضرت الصف ابالعنصر U‏ 
(Y)‏ (17,)7هو ضرب الصف 7[ بالعنصر ٣‏ وجمع SU‏ الصف .١‏ 
إن مفعول ضرب مصفوفة معطاة (من نوع مناسب) من اليمين با مصغوفة 
)&( لهو تبديل العمود ا والعمود ر 
(o)‏ (۷) 6 هو ضرب العمود بالعنصر cU‏ 
Hilir) C)‏ هو ضرب العمود ز بالعنصر ٣‏ وجمع SAI‏ العمود i‏ 


البرهان 


من الورق) Ol suas‏ هذه القائق» على par Ol‏ ترعيرا Meade‏ من أجل Ugly‏ 


إن هذه حقائق بسيطة» وإننا نفضل أن نترك القارئ يقنع نفسه (على قصاصة 


الحلقيات الحزثية من الحلقيات #5 EY‏ 


(Y Y-V)‏ تعريف 
تعرف الفعاليات ا موصوفة فى T OV) 4(YY-V)‏ بالعمليات الصفية 


الايتدائية (elementary row operations)‏ على مصفوفة » كما تعرف تلك ال موصو 43 
فى (/ا-١١)و‏ )2( - «CO‏ بالعمليات العمودية الابتدائية::71لاأمء (elementary‏ 
neran‏ ' 

من المفيد أن نذكر أنه لإجراء ilas‏ صفية ابتدائية » ALL‏ 6 تلك العملية على 
مصفوفة الوحدة المناسبة ثم نضرب من اليسار بالمصفوفة النامجة ؛ وبالمثل فإننا نضرب 
فخ الین عنيق إجراء العمليات العمودية Oe.‏ الصقوفات الى lg E‏ 
عضاو قات OB ol SIU ALG‏ كل سملية مو oda‏ السمقيات Alas M‏ سرف لول آي 
مصفوفة إلى مصفوفة مكافئة لها . إذن» نستطيع أن نبرهن أن مصفوفتين متكافئتان 
عن طريق إثبات أنه يكن تحويل إحداهما إلى الأخرى بواسطة عمليات ابتدائية متتالية ‏ 
وفي الوقت نفسه نترك المؤثرات المصفوفية الحقيقية تتراجع بعيدا عن الأنظار . إذا كان 
هناك أي سيب يجعلنا بحاجة إلى معرفة تسلسل المصفوفات المحولة فإننا تجرى 
العمليات الصفية المتتالية المناسبة على مصفوفة الوحدة المناسبة من أجل الحصول على 
المؤثر الأيسر»ء ونجرى العمليات العمودية على مصفوفة الوحدة المناسبة من أجل 
الحصول على المؤثر الأيمن. فى الحقيقة » إن إجراء العمليات الصفية الابتدائية يتم عن 
على يقل JU eo rali‏ | و JL JE‏ مساو oS JE geal O A ASI ol‏ 
edad‏ الات ج برام pA‏ من TEF R? ol» «X - X, X 2 Jodi‏ 
هي المصفوفة التي نحصل عليها عن طريق إجراء نفس متتالية العمليات الصفية على 
dus lisa‏ 


ه - برهان (/ا-١ )١‏ في حالة الحلقات الإقليدية 
من المفيد أن نبرهن CY -V)‏ أولا فى الحالة ا لخاصة بالحلقات الإقليدية» وذلك 
Lin OY‏ الوضع هو الذي سوف يكون موضع اهتمامنا غندما ندرس التطبيقات. علاوة 
على ذلك. إن البرهان الخاص بالحلقات الإقليدية أسهل نسبيا من اليرهان المخاص 
بالحلقات التامة الرئيسة الاختيارية . 


A۸‏ التفريق المباشر LALL‏ مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


إذن» سوف نأخذ مصفوفة اختيارية 4 من النوع 1 × s‏ على حلقة إقليدية R‏ 
(مزودة بدالة إقليدية CP‏ وسوف نبين الكيفية التي يتم بها اختزال A‏ بواسطة عمليات 
صفية ابتدائية وعمليات عمودية ابتدائية إلى مصفوفة من الشكل diag(d,, .... d.)‏ 
حيث min{s, t}‏ = » وحيث d,| d; ٠٠١ |d,‏ . وسوف يثبت هذا )٠١-۷(‏ فى Ju-l‏ 
الخاصة التى تكون فيها R‏ حلقة إقليدية . 


مرحلة الاختزال الأولى 


إن هدفنا في هذه المرحلة هو اختزال 4 إلى مصفوفة مكافئة C‏ من النوع / s X‏ 


(£) 





حيث ,4 يقسم كل عنصر من عناصر CT‏ سوف نصف متتالية منتهية من العمليات 
الصفية الابتدائية والعمليات العمودية الابتدائية بحيث إذا أجرينا هذه المتتالية على GBA,‏ 
نحصل على مصفوفة من الشكل (E)‏ أو على مصفوفة ) (b,‏ = 8 من النوع / SX‏ محققة 
للشرط 

Hb) < Aa) ($) 

فى الحالة الأخيرةء نعود إلى نقطة البداية ونطبق متتالية العمليات مرة ثانية . 
إما أن نصل إلى lE)‏ وفي هذه الحالة نتوقف. أو نصل إلى )3( مرة ثانية» وفي هذه 
ا لحالة نجد أن قيمة العنصر القائد بواسطة م تقل : ثم نكرر هذه العملية . NES‏ ندل 
بد UJ‏ أن نضل إلى )$( معد ae ote‏ من cl get‏ لإنه إذا لم يتحقق ذلك فإن كل 
تطبيق لمتتالية العمليات يعيدنا إلى )$( كما أن قيم العناصر القائدة فى المصفوفات بواسطة 


# تكون متثالية من اللأغداد الصحيحة غير ASL‏ وهذه التحالية غير عنتهية ومتناقصة 
فعليا. ولكن بالطبع لا يكن أن توجد مثل هذه المتتالية . 


الحلقيات الجرثية من الحلقيات ار 2۹ 


إن متتالية العمليات هى كما يلى : إذا كانت A‏ المصفوفة الصفرية فإن À‏ من 
إجراء تبديلات مناسبة للصفوف وللأعمدة» فإنه يكن نقل هذا العنصر إلى الموضع 


القائد. إذن» نفرض أن 0غ ,, © ونعتبر الحالات الثلاث الممكنة التالية : 


الحالة )١(‏ 
يوجد عنصر 0 في الصف الأول بحيث Ss NU Lana‏ إلى خراص 
الحلقات الإقليدية نستطيع أن نكتب 
7 + 4ك حر كه 
حيث 0 - a,,) sir‏ > (0)0 . با أن ر٩ ٩,‏ فإنه يجب أن يكون ۶0 r‏ وبالتالى Ob‏ 
Or) > $a.)‏ . اضرب العمود الأول بالعنصر 4 واطرح الناتج من العمود e]‏ بدل 
العم د الأول والعمودز. وهذا يستبدل العنصر القائد a,‏ بالعنصر or‏ وبالتالي فإننا 


ٹسل إلى )8( 


الحالة (Y)‏ 
يوجد عنصر ga,‏ العمود الأول بحيث ay lai‏ فى هذه الحالة» نتبع طريقة 
الحالة »)١(‏ لكننا نتعامل مع الصفوف بدلا من الأعمدة فنصل إلى )$( 


(Y) Del 

d,‏ يقسم كل عنصر فى الصف الأول وكل pare‏ في العمود الأول. فى هذه 
الحالة » نستطيع أن نستبدل جميع عناصر الصف الأول ما عدا ela,‏ عن طريق 
طرح مضاعفات مناسبة للعمود الأول من الأعمدة الأخرى . بالمثل. نطرح مضاعفات 
للصف الأول من الصفوف الأخرى» وبالتالي فإننا نحصل على مصفوفة من 
سم ظ 


وما التفريق المباشر ald‏ مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 





إذا كان a,‏ يقسم كل عنصر في *2» فإننا نكون قد وصلنا إلى )£( c‏ وهذا ما نريد . 
وإذا لم يكن الأمر كذلك» فإنه يوجد عنصر ,4 بحيث ١ dij‏ . في تلك ال حالة نجمع 
الصف i‏ إلى الصف العلوى € ويعيدنا هذا إلى الحالة CY)‏ وهذه بدورها تجعلنا نصل 
إلى )5( 

إذنء لقد رتبنا الأمور بحيث تكون نتيجة كل من الحالات الثلاث مصفوفة 
مكافئة للمصفوفة ۸ء وبحيث تكون تلك المصفوفة من الشكل )£( أو تحقق (3). 
وبتكرار تطبيق ما سبق » نصل إلى (E)‏ بعد عدد منته من الخطوات » وبالتالي USB‏ نكود 
قد أنحزنا مرحلة الاختزال الأولى . 


الانتهاء من الاختزال 

من السهل أن نرى الكيفية التى توصلنا إلى الانتهاء من الاختزال. وذلك لأننا 
عندما نصل إلى )£( > نكون قد اختزلنا بشكل فعال سعة المصفوفة التى نتعامل معها 
عندئذ» نستطيع أن نطبق الطريقة على المصفوفة الجزئية C*‏ فنختزل سعتهاء وهلم جراء 
تاركين متتالية من العناصر القطرية كلما تقدمنا. Shay‏ نقطتان مهمتان جديرتان بالدكر . 
النقطة الأولى هى أن أية عملية ابتدائية على *© تقابل عملية ابتدائية على € لا تؤثر 
على الصف الأول ولا على العمود الأول . النقطة الثانية هى أن أية عملية ابتدائية على 
C*‏ تعطينا مصفوفة جديدة عناصرها تركيبات خطية من العناصر القديمة ؛ وبالتالى Of‏ 
d‏ يقسم هذه العناصر الجديدة . إذن» في نهاية الأمرسوف نصل إلى مصفوفة من الشكل 
ga LS dial ٠ 1M, ee diag (a, TN‏ مطلوب في سيل CA‏ هذه العملية 


إن المصفوفات G (u)‏ المذكورة فى البند ٤‏ قد ضمنت فى ذلك البند ابتغاء 
الكقمال.. عادةاها dsl RS‏ العمليات الابعدائية على اللات الى كفايل تلك 


الحلقيات الحزئية من الحلقيات الحرة 1o!‏ 


المصفوفات» ولكننا لم نستخدم تلك العمليات في عملنا المنجز أعلاه. وغالبا ما تكون 
تلك العمليات مهمة فى حالات خاصة - على سبيل JUL‏ إذا كانت ۸ حقلا فإننا 
1( وإذا كانت 7 = R‏ فإننا نستطيع أن نستخدم تلك العمليات من أجل استبدال جميع 


J! — ^‏ العامة 
إن أسلوب البرهان - فى هذه الحالة - لا يختلف كثيرا عن الأسلوب المتبع في 
البند ه . إن الاختلاف الرئيسى هو أن العمليات الصفية الابتدائية والعمليات العمودية 
الابتدائية غير كافية AY‏ الاختزال» وبالتالى OB‏ نوعا آخر من «العمليات الثانوية) 
us oa‏ لوق gl pO ae,‏ 
اخ زا of‏ تقلد اعد co‏ فزت Gal y‏ الأول هر ad OT‏ فيا Gage‏ دور الدالة 
الإقليدية . من أجل ذلك فإننا نعرف «دالة الطول» A‏ على R*‏ حيث ۸ حلقة تامة 
Ia] huis‏ كان e RA‏ ” فإنه بالاستناد إلى (5 -5 )١‏ يمكن كتابة ‏ على الشكل 
r— up, ... p,‏ 
حيث اا عنصر و حدة» م عناصر أولية في ۸و 0 < .n‏ إن بعض ميزات هذه العبارة 
ميزات وحيدة» والعدد الصحيح ۸ هو من تلك الميزات الوحيدة. نعرف ۸ بواسطة 
Ar) = ۸‏ ونسمى A(r)‏ «طول» (length)‏ العنصر r‏ واضح أن 
)6( )م + A(r)‏ د زع )2 لكل rr € R*‏ 
«ON!‏ سوف نبين الكيفية التى يمكن بها اختزال أية مصفوفة اختيارية 4 من النوع 
xt‏ على JIR‏ مصفوفة قطرية من النوع المطلوب» وذلك بواسطة متتالية من العمليات 
التي تقابل كل عملية منها الضرب بمصفوفة قابلة للانعكاس . 


كما سبق» تتألف هذه المرحلة من تطبيقات متعاقبة لمتتالية من العمليات المختارة 
بحيث يوصلنا کل "m Lada‏ )£( أو إلى الشرط الذي aru‏ عليه عن Quel ub‏ 


م بدالة الطول 2 في )$( 


١ 0‏ التفريق المباشر لخحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


نحتاج إلى تعديل متتالية العمليات فقط في الحالتين (۱) و QD‏ وسنكتفي 
بشرح ما يحصل فى اخالة .)١(‏ فى هذه الحالة 0 ۶ ,,» ويوجدز بحيث ؛ > ز > | 
وبحیت aya);‏ نستطيع أن نفرض أن 2 - j‏ وذلك بواسطة تبديل الأعمدة ؛ إن 
عدا ليس إلا ترهيزا عفدا بالاسعناد إلى )£ 47 (Y‏ يو pole te‏ فشترك أعلى d‏ 
للعنصرين ,, 0 و OS Be .d,,‏ 

a,=dy, , a,,- dy, (7) 

وبما أن 1142© Ob‏ ,ليس عنصر وحدة. إذن 1 < A(Y,)‏ وبالاستناد إلى )6( 
يكون 

A(d) < A(a,,) (8) 

E يو جد‎ ob وبالتالى‎ Ra, + Ra,, = Rd يكون‎ )١9-5( باستخدام‎ 


Ai by 


d =d y tL) إلى )7( فإن‎ 3L yb tive .. 4 بحيث ,6 ,2 < ع‎ 8 


وبالتالي فإن 1 = ,لايد + X Y,‏ إذن» محدد المصفوفة 


X3 yy 





والتي هي من النوع 1 EX‏ هو 1ء وبالاستناد إلى (T-Y)‏ إن هذه المصفوفة قابلة 
MA Ai‏ 

COMI‏ نعتبر المصفوفة45. إنها مكافئة ل4. وإن عنصرها القائد هو 
= ر هر + ,© ox,‏ إذنء SUL YU‏ إلى )8( إنها مصفوفة تحقق )$( أو بالأحرق 
jae‏ الشرط الذى نحصل عليه من )$( عن طريق استبدال الدالة © بالدالة A‏ . 


الانتهاء من الأختزال 
يتم ذلك GU‏ كما فى الحالة الخاصة بالحلقات الإقليدية . 


الحلقيات الحزئية من الحلقيات ار o‏ 


۷ — العوامل اللامتغيرة 
لقد أثبتنا أن أية مصفوفة A‏ من النوع ۲ × s‏ على حلقة تامة رئيسة ۸ تكافئ 
مصفوفة من الشكل diagíd, .... d)‏ حيث 4|٠٠٠ |d,‏ . سنثبت في النهاية أن A‏ تعين 
العناصر القطرية ,4 ,... .,4 بشكل وحيد تقريبا ؛ فى الحقيقة » إن تلك العناصر تعين 
تحت سقف العناصر المتشاركة . COMI‏ نرغب في إثبات ذلك ونبدأ بإعطاء تعريف قد 


يبدو محظورا عند النظرة الأولى . 


(۱۳-۷) تعريف 

لتكن 4 مصفوفة من النوع <min{s, t} Sy R lrs Xt‏ 15 اق 
(4) 1 بأنه JU‏ في UIR‏ بجميع ا مصغرات من النوع ا (1-minors)‏ فى WA‏ 

إذا كانت A‏ مصفوفة ماء فإن محدد أية مصفوفة جزئية من النوع iX i‏ والتي 
نحصل عليها من 4 عن طريق حذف عدد مناسب من الصفوف والأعمدة (مع تثبيت 
ترتيب الصفوف والأعمدة الباقية) يسمى مصغرا من النوع :في LA‏ وهكذا فإن مصغرا 
من النوع : في 4 هو عنصر في الحلقة التي تنتمي إليها عناصر A‏ وإننا نحذر القارئ 
هناء أن كثيرا من المؤلفين يستخدم كلمة «مصغر» لوصف المصفوفة الحزئية نفسها ولا 
piia‏ لوصف الحدة. 

إن نص الوحدانية الذي نود أن نبرهنه هو عبارة عن نتيجة للمأخوذة 
التالية. 


)١ £-V)‏ مأخوذة 

لتكن A, B‏ مصفوفتين من النوع iJ, «Rules Xt‏ ض أن A‏ و 8 متكافئتان 
على ۸ . عندئذ» إن J(B)‏ = () ل لكل Si €&min(s, t},‏ 1 . 

قبل أن نبرهن هذه المأخوذة سنبرر اهتمامنا بها OL‏ نستنتج منها نص الوحدانية 
الذي نود الوصول إليه . 


١6‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


)١ O-Y)‏ مبرهنه 
لتكن 4 مصفوفة من النوع ] × على R‏ ولتكن yD = diag(d, ..., d.)‏ 


D' = diag(dj, ..., dj)‏ مصفوفتين مكافئتين للمصفوفة ۸على R‏ حيث 
d|- |d, cu = mints, t}‏ و dj |d,‏ . عندئذء إن d; - dj‏ لكل »ك Si‏ 1 . 


البرهان 

إن أى مصغر غير صفري من النوع ¡ فى D‏ يكون من الشكل , ; d; d; ...d‏ 
Jo‏ > ... > رز > ij,‏ إن هذه العناصر قابلة للقسمة على المصغر d, ... d,‏ ,#4والذي 
هو من النوع :. إذن (D) = R(d, ... d)‏ ؛ وبالمثل» إن Ji(D') - ۸)4 ... dj)‏ . 
الآنء إن كلا من D' 5D‏ تکافۍ ۸ وبالتالى فإنهما متكافئتان € إذن باستخدام (V£-V)‏ 
يكون )٤- Boy a J;(D) 2 J;(D')‏ يكون 

I1. 2.4 لكل‎ dj, ..d;-dj..d (9) 

ضع | AL 181 £n Mind T ARAM‏ » عرف ei‏ . عندئذ» 
باستخدام )9( نجد أنه یو جد عنصر وحدة ۸ € v,‏ بحيث e; = ۷ ej(0 > iS u)‏ . ]93 
ls‏ كان » > Si‏ 0 فإن 


et 


dii €; = G41 Vi 6‏ = ربك 


| 

€j4] 7 Vier €i+1 = ربزلا‎ Gian © وأيضا‎ 

وبالتالى rs dj, Vj = Vin fist OY‏ زبلا diu ~ diio. di = vj‏ . 
لإثبات المأخوذة نبدأ بإعطاء الملاحظة التالية . لتكن D‏ مصفوفة من النوع 

«Ru dem xm‏ وضع (,4 .... (d,‏ = 2 حيث d, .... d,‏ هي أعمدة (. ليكن كل 

من di‏ و d]‏ متجها عموديا gb‏ 7# وعناصره من R‏ أى أن di‏ و di’‏ مصفوفتان من 

النوع ive .R Jemx]l‏ إن 

det(d{+dj, dy, ..., d,,) - det(dj, d», ..., d,,) ووه معط‎ ..., dy) 
FER | jSJdet(rd,, d d )= rdet(d , dy, .... d.) و‎ 


E 23 HETA 


الحلقيات الحزئية من الحلقيات اة ١‏ 


من المحتمل أن تكون هذه الحقائق مألوفة للقارئ فى حالة المصفوفات على 
s; a‏ 5 تلك MI‏ فاته Ke‏ إتباتها عن طريق تر adli‏ بواسطة al‏ » 
الأول أو مباشرة عر طريق التعريف.. كذلك فإن ملاحظات مشابهة تتطبق على 
M eae MI‏ شري فإذا كان لدينا مصفوفة D‏ من النوع 7 ×1 ووضعنا مكان عمودها 
رقم LS Fi‏ خطيا من الأعمدة 6 ,... ,€ على KR‏ فإن محدد المصفوفة الناتجة يساوي 
تركيبا خطيا (R le)‏ من محددات المصفوفات التي نحصل عليها من D‏ عن طريق 
استبدال العمود رقم i‏ بالأعمدة e, isse‏ على التعاقب . وإذا طبقنا هذا المبدأ على كل 
عمود تباعا فإننا نستطيع أن نصل إلى النتيجة التالية . لنفرض أنه قد أعطينا مجموعة 
من المتجهات العمودية cle), ..., C‏ طولها m‏ وعناصرها من ۸ . لتک نک هى مجموعة 
المصفوفات من النوع x m‏ ”التي يمكن تكوينها من هذه الأعمدة (حيث نسمح 
بالتكرار). الآنء لتكن © أية مصفوفة من النوع m x m‏ بحيث تكون أعمدتها تركيبات 
خطية من ,© ,... ,,©. «Je‏ إن 0610 هو تركيب خطى من pole‏ من الشكل detW‏ 
.W © efe‏ إذن detC‏ ينتمى إلى المثالى (فى ۸) المولد بواسطة العناصر detW‏ 
حيث ۷ تتغير على ک. 

الآنء لتكن (a, ..., a)‏ = 4 أية مصفوفة من النوع + × على R‏ ولتكن × أية 
مصفوفة من النوع 1 × على ۸. نعتبر AX‏ إن العمود رقم ؛ في هذه المصفوفة مشغول 
بالمتجه العمودي Saya,‏ . نريد أن نفحص مصفوفة جزئية تموذجية E‏ من النوع : iX‏ 

j=l 


فى AX‏ لتكن (AJ = {iy ..., ji}‏ مجموعة الصفوف المتضمنة في E‏ بحيث تكون 
X goa‏ بار تب الظبيي (Xie.‏ إن Sel‏ قث Lass OLS‏ من Ut oe Ee D‏ فی 
tA‏ أي » تركيبات خطية من الأعمدة aj‏ حيث يتم ا لحصول على ay‏ عن طريق اختيار 
العناصر التى أرقامها ,ز,... ,فى a,‏ إذنء إن المصغر المقابل detE‏ من النوع أ¡ هو 
تر کیب خطی (R | de)‏ من العناصر 


dea . sa aj, | (10) 


101 التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائا على حلقة تامة رئيسة 


وهذه العناصر هى محددات مصفوفات جزئية من النوع أ EX‏ مكونة من 
اختيارات من الأعمدة aj,‏ . الآنء إن المحدد )10( يساوي صفرا إلا إذا كانت K‏ ,... ,۸ 
مختلفة وفي الحالة الأخيرة فإننا نستطيع أن نجعل ترتيب أعمدته نفس الترتيب الذي 
تظهر فيه تلك الأعمدة فى A‏ عن طريق تغيير في LEY‏ وبالتالي فإن المحدد في 
الحالة الأخيرة يساوي + أو - مصغر من النوع : في A‏ إذن» إذا كانت E‏ أية مصفوفة 
جزئية من النوع أ × في detE ob AX‏ تر کیب خطي من مصغرات من النوع :في cA‏ 
وبالتالى فإنه ينتمى إلى المثالى J (A)‏ المولد بواسطة هذه المصغرات . إذن 
JAX) CJA)‏ 
كذلك» إذا أجريتا نقاشا مشابها مستخدمين الصفوف فإئنا ند أن 
J(YA) c J(A)‏ 
لأية مصفوفة Y‏ من النوع X s‏ ى. إذن 
J (A)‏ جح J(YAX)‏ 
إذا كانت ۲ و × قابلتين للانعكاس وكانت A = 721821 ob B = YAX‏ وبالتالى oL‏ 
J(A) c J(B)‏ | 
إذن» إن هذين المثاليين متساويان وبالتالى فإن هذا يثبت المأخوذة )١5-1/(‏ . 


كالعادة» لقد أعطينا نص المأخوذة (/ا-5 ١‏ ) بالنسبة إلى الحلقات التامة الرئيسة. 
ولكن المناقشة تظهر أن تلك المأخوذة صحيحة بالنسبة إلى آية حلقة إبدالية بمحايد . 


(A-N)‏ تعريف 

لتكن 4 مصفوفة من النوع 1× على R‏ ولتكن d panao D = diag(d,, ...,  (‏ 
قطرية مكافئة ل A‏ على ۸ بحيث ٠٠١ |d,‏ |0 |4 . عندئذ» تسمى المتتالية diy ..., d,‏ 
متتالية عوامل لامتغيرة (invariant factors)‏ للمصموفه ۸ على ۸ . تسمى 
diag(d,, ..., d.)‏ مصفوفة عوامل لامتغيرة للمصفوفة A‏ 


الحلقيات الحزثية من الحلقيات ا \oyv‏ 
الآنء يكن تلخيص المبرهنتين ١١ - V)‏ ) و V)‏ 107( بالطريقة ASUS‏ 


(YV-V)‏ مبرهنة 
BUS‏ مصفوفتان من النوع 1 X‏ على حلقة تامة رئيسة BJR‏ وفقط إذا كان لهما 
(تحت سقف العناصر المتشاركة) نفس متتالية العوامل اللامتغيرة على LR‏ 


لقد عرفنا مفهوم التكافؤٌ بالنسبة إلى حلقة خاصة R‏ وهذا ما فعلناه lol.‏ مع 
oR‏ ولكنهما متكافئتان على Sale‏ حيث 5 أكبر من ۸ (انظر رين AY‏ 


8 - الخلاصة ومثال محلول 

عند هذه المرحلةء يكن للقارئ أن يقدر تقدينا عرضا موجزا لما قد حققناه في 
هذا الفضل الطويل : لقد كان هدفنا المعلن ذراسة العلاقة يبن CF‏ حيث F‏ حلقية حرة 
Old‏ رتبة منتهية » و UN‏ حيث N‏ حلقية جزئية ؛ كذلك je Ke ul cus ol Us jl‏ 
ANTT‏ دعر[ ل oe F‏ يكوت[ (df, s.s d‏ أساسا de sol NJ‏ مئاسية من 
العناصر (,4 (d,‏ التي يقسم كل منها العنصر الذي يليه . وأثناء تلك Lal ASI‏ 
Lal‏ أن رتبة حلقية حرة هى لامتغير حسن التعريف (Y V)‏ كما أثبتنا أن الحلقية 
CARY) p ei e NAS dH‏ وبالتالى أصبح من الممكن الحديث عن أساس ل 
N‏ 

لقد قرنا مصفوفة 4 بأساسين معطيين ۸ و F 4NJ f‏ على الترتيب . AMIS‏ 
استطعنا أن نصف المصفوفات المقابلة لتغيير فى الأساس عن طريق دراسة العلاقة بين 
التشاكلات الداخلية للحلقيات والمصفوفات . وعرفنا أن المصفوفة nee M LI‏ 
جديدين n*‏ و */ N J‏ و F‏ تأخذ الشكل £XAY‏ حيث كل من Y 5X‏ مصفوفة قابلة 
للانعكاس ؛ أي تأخذ شكل مصفوفة مكافئة ل4.. OW‏ نستطيع ترجمة المسألة الأصلية 


\OA‏ التفريق المباشر للقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


ا 


إلى XJ s,‏ خن cà bL € SU peal‏ لقد OLS‏ علينا أن تبرعن أن A‏ مكافتة 
H‏ لح Maga‏ 

لقد عر فنا العمليات الابتدائية بحيث تقابل الضرت من اليساز أو من Cell‏ 
بمصفوفة قابلة للانعكاس » وبالتالى فإن تطبيق عمليات ابتدائية على مصفوفة 6 كان ينتح 
مصفوفة مكافئة لها. ثم تسلحنا بالعمليات الابتدائية من أجل اختزال 4 إلى الشكل 
القطرى المطلوب . فى حالة الحلقات الإقليدية» كان من السهل إثبات أنه يمكن تنفيذ هذا 
الاختزال في عدد منته من الخطوات» وذلك بمساعدة الدالة الإقليدية0 . حتى S‏ 
ذلك بالنسبة إلى حلقة تامة رئيسة اختيارية» كان عليتا أن نجد بديلا للدالةم € لقد ساعدنا 
في ذلك الدراسة التي قمنا بها في الفصل الرابع حول وحدانية التحليل في الحلقات 
التامة الرئيسةء ولقد جعلتنا هذه الدراسة قادرين على تعريف دالة الطول على الحلقة . 
ثم استندنا إلى عملية إضافية وأجرينا تعديلا طفيفا على دراستنا السابقة من أجل أن نتم 
البرهان في الحالة العامة . أخيراء أثبتنا أن العناصر ,| dilda] ٠٠١‏ هي عناصر معينة بشكل 

سوف نختم هذا الفصل بإعطاء بعض الأمثلة العددية وذلك من أجل توضيح 
الكيفية التى تعمل بها طريقة الاختزال المعطاة فى البند )0( 


مثال محلول 
DS‏ 


in مج‎ 


7 9 
T=|4 5 6 

|3 2 | 
أوجد مصفوفتين × و Y‏ من النوع 3 × 3 على 7 بحيث تكون XTY‏ مصفوفة عوامل 
إن واجبنا الأول هو أن نختزل 7 إلى مصفوفة عوامل لامتغيرة عن طريق 
العمليات الابتدائية الصفية والعمودية . بما أننا نريد أن نحصل على × و Y‏ فإنه يجب 


الحلقيات الحزثية من الحلقيات SA‏ 104 


علينا أن نتذكر تسلسل العمليات المستخدمة . فيما يلي نعطي ترميزا مختصرا من أجل 
وصف هذه العمليات . 

R, OR‏ تعنى تبديل الصف i‏ والصف ر 

R * cR,‏ تعنى ضرب الصف jr‏ بالعنصر © وجمع EU‏ إلى الصف اء 


uR.‏ تعن — الصف : بعنصر الو حدة u‏ (±1 = » فى الحالة التى ندرسها 
الآن). 


Glas‏ هذه الرموز بالعمليات الابتدائية الصفية . كذلك» هناك ترميز مشابه 
للعمليات الابتدائية العمودية ونحصل عليه بواسطة وضع € مكان ۸. 

إن أسرع طريقة لبدء الاختزال (رغم أنها ليست ضرورية) هي أن A‏ عنصرا 
غير صفري بحيث تكون قيمته بواسطة 4 أصغر ما يكن » ثم نحضره إلى المكان القائد . 
!600 مجد ol‏ 


7T & 9 | 2 3 
4 5 6| —> R — R145 6 
HD a 2 7 8 9 

! | d 3 

12 وب 

1 O 0 

C2-26 | | 

-3 -6 

CG, du 
-6 -12 


ويو صلنا هذا إلى (©). الآن» با أن الصف الأول والعمود الأول لا col xs‏ فإننا 
نستطيع أن نطمسهما على شرط أن نواصل ترقيم الصفوف والأعمدة كصفوف وأعمدة 
فى المصفوفة الأصلية . إذنء نواصل كما يلى : 


5 0 © L8 wh Adm 8 
a Q| e ie aie د‎ | 
D 12 0 Ù -1x€5,j|0 0 


*1) التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


إن لقد Tad pial Wet‏ إلى اة فة 
100 
0 3 0 
0 0 0 


وبالتالى فإن 0 ,3 ,1 متتالية عوامل لامتغيرة للمصفوفة T‏ على Z‏ 
لايجاد المصفوفة «X‏ فإننا نطبق العمليات الابتدائية الصفية المستخدمة أعلاه 
على مصفوفة الوحدة c1,‏ ولويجاد Y‏ نطبق العمليات العمودية على ,1 . يستطيع 





O | 1 2 1 
X = | l F =10 =] — 
—2 | d OO f 





ومن Sy of all‏ من صحة المسابات عن طريق حساب عاص الضرف XTY‏ 
ا 


إذا بدأنا بالمصفو فة 


]2 0 

3 0 
فإننا نحصل على أحد الأوضاع السهلة التي تظهر فيها الحالة (۳). فى تلك ASAI‏ 
aZ‏ أن الطريقة التالية هى إحدى طرق الاختزال . 


2 0 pan. [? 3 اسيم‎ 15 2 
0 3 | rw 0 3 Ci و“‎ C5 3 Û 


2-261 م‎ 
5 RIR ! | 
UTC] o ; 


-1x R 





Pies متتالية عوامل لامتغيرة فى هذه‎ 1,608 PET 


الحلقيات الحزئية من الحلقيات yes‏ !11 


تمارين على الفصل السابع 


46 7 
A=|2 2 4 
6 6 1 





أوجد مصفوفتين X‏ و Y‏ على 7 بحيث تكون XAY‏ مصفوفة عوامل لامتغيرة 
احسب مصفوفة عوامل لامتغيرة على Of]‏ لكل من المصفوفتين 


l-x l+x x x Q 0 
x ب‎ 1| (ii) |0 Il-x 0 | (i) 
lite 2x 1| 0 0 [=a 


ماذا تعني علاقة التكافؤ بالنسبة إلى المصفوفات من النوع 1 × 1؟ bel‏ مثالا 
ial‏ فين على 8 فسخ OU SG‏ غير ues‏ على 2 OUS Sa Lacs)‏ على 
Q‏ 

الشكل )0 ,...,0 ,1 ,...,1 diag(1,‏ . أوجد ote‏ فصول التكافؤ التى تنقسم إليها 
التكافؤ على K‏ 

لتكن R‏ حلقة تامة رئيسة» ولتكن A‏ مصفوفة من النوع 7 على ۸. أثبت أن 
A‏ قابلة للانعكاس إذا وفقط إذا كانت 4 تكافئ مصفوفة الوحدة من n X NE gl‏ 
على ۸. أثبت أنه إذا كانت R‏ حلقة إقليدية؛ ob‏ المصفوفات الابتدائية من النوع 
م >< تولد الزمرة المكونة من جميع المصفوفات القابلة للانعكاس من النوع 
۸ × :7 على ۸ . إذا كانت ۸ حلقة تامة رئيسة» فما هى النتيجة المقابلة ؟ . 


dal ahii a‏ هو Als Sale bo Ltlgs‏ رة 


| 2 I+i l-i 
8+6i -4 0 


والتى تنتمى عناصرها إلى حلقة أعداد جاوس ۸. أوجد مصفوفتين مربعتين X‏ 
و Y‏ على ۸ بحيث تكون XAY‏ مصفوفة عوامل لامتغيرة للمصفوفة A‏ على ۸ . 
ما الخو ات إذا RS CUAL‏ ؟ 

لتكن R‏ حلقة تامة . أثيت أنه إذا كانت A‏ مجموعة جزئية من (GR)!‏ يبحيث A‏ 
مستقلة خطيا على cR‏ فإن عدد BIA pole‏ من أو يساوي 7. 

(إرشاد: اطمر ۸ في حقل كسورها ‏ المنشأ كما في البند CO‏ من الفصل الرابع 
واعتبر أن (R)'‏ مطمورة في (K^‏ 

الع Qus Ra Wee Jd o ble‏ ابابا 
نغفرض r e Rol‏ ۰۰ و 7 عناصر عددها n‏ وعاملها pod aii‏ هو ]1[ 


n 
f=] 


.F=Rf ® F* 59 5‏ استنتج أنه توجد مصفوفة قابلة للانعكاس من النوع 
۸ × على ۸ بحيث يكون عمودها الأول ھی T,‏ و .٣'‏ 


csl‏ أن 
P E‏ 
re‏ 
x 2‏ 


١ 


-FA 


e 





الآنء نحن في وضع مناسب لصياغة المبرهنة الرئيسة في هذا الكتاب وإثباتها . تعطي 
هذه Lll‏ هنة gles‏ مات تفصيلية حول بنية OLA‏ المولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 
.R‏ وفى الحقيقة» إنها تؤدى إلى تصنيف لهذه الحلقيات (بدلالة بعض المتتاليات التي 
تنتمي عناصرها إلى (R‏ وذلك عن طريق التعبير عن تلك الحلقيات كمجاميع XT‏ 
لبعض الحلقيات الجزئية الدوروية . في هذا الفصل سوف نبين الكيفية التي يُصمى بها 
هذا الجمع المباشر إلى صيغته الأساسية حيث لا يكن تفريق المركبات. في كل مرحلة 
سوف نلقى نظرة ثاقبة على وحدانية التفريقات (decompositions)‏ المتنوعة التى 


za pl — A‏ الرئيسة 
نحتاج أولا إلى مأخوذة بسيطة تتعلق بالمجاميع المباشرة للحلقيات على حلقة 
بمحايد. 


)١-(‏ مأخوذة 
لتكن ,آحلقية على ا حلقة KR‏ وافرض أن L‏ مجموع مباشر داخلي 


= 


ا © ... © L‏ = اللحلقيات ا حزئية ISL‏ ١افرض‏ أن N,‏ حلقية جزئية من ,| 


uw 


١‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا غلى حلقة تامة رئيسة 


[ 
OGL LIN التشاكل الطبيعى‎ av كان‎ B] عندئذء‎ . N = V N; وافرض أن‎ 


i=] 


v(L) = LIN. s LIN = v(L) = W(L,) © ... © VL) 


ob JI 


; 
فت‎ LU JUS 1 e L& وآ‎ 1 of 3 le Los ly 


iz 


pw لإثبات أن هدا المجموع‎ WE S dr, إذن(‎ . je =D) a Su) 


i=] 


Bae es VET j= Y vt) opi exse . x ev( Li) V v(L j)ol ض‎ 
J*! 


"T. 


| مم‎ ekerv = N = EN; ob وبالتالى‎ 0 = v 0 ,ا . إذن‎ eL, 


JZ! j*i 


ادن > = o —H-MU‏ حيث Ue on, © N,‏ أن EL‏ مجموع مباشر فإننا نجد أن 


j#i 
XL) = v(L,) © ... © إذن()»‎ . × = v(I) = 0 وبالتالي فإن‎ l; = n; EN; c kerv 
)٠١-٥( وبالتالى فإننا بالاستناد إلى‎ NNAL, = No esL, على‎ vil pao] ov 
| (L) = LIN. أن‎ a£ 

. نتقدم نحو النتيجة الرئيسة‎ OYI 


(Y—A)‏ مبرهنة 
لتک ۸ حلقة JP E dels‏ لتك M‏ حلقية مولدة نهائيا على AE,‏ ا کر 
التعبير صن EM‏ كمجموع dels‏ مباشر 
M-M,G..O€M. (s 20)‏ 


مبر هنات التفريق 110 


EA 


E 
و‎ d, حلقية جزئية غير تافهة ودوروية من 1 ومرتبتها‎ ۷1, (CI) 
. d | 02٠٠٠١ | (ب) و4‎ 


ملاحظات 

١‏ - نذكر بأنه حسب اصطلاحاتنا » فإن الحلقية الصفرية هي مجموع مباشر 

۲ - حتى الآنء لقد عرفنا فقط مثالى الترتيب O(N)‏ لحلقية دوروية N‏ على . من 
ناحية أخرى» إذا كانت ۸ حلقة تامة رئيسة » فإن O(N)‏ مثالى رئيسى » وبالتالى 
له الشكل dR‏ حیث ۸ © 4 . وبالاستناد إلى ad (t-t)‏ أن d‏ معي تحت سقف 
عامل هو عنصر وحدة ويسمى 4 مرتبة للحلقية N‏ نقول إن N‏ من المرتبة 
(order)‏ . إذا كان .ornz0ereo(N) «c dlr ob «r e R N= Rn‏ 
وكما أشرنا سابقا فإن رتبة الزمرة الدوروية المنتهية بالمعنى المعتاد لنظرية الزمر 
هي المولد الموجب لثالي الترتيب الذي يخصها وبالتالي فإنها مرتبة بالمعنى الذي 
وصف أعلاه. 

.2 ل مثالى الترتيب للحلقية‎ = dR وليكن‎ R لتكن ۸2 = 2 حلقية دوروية على‎ -Y 
M, عنصر وحدة . إذنء إن قولنا إن جميع‎ d SJ = ۸ e 2 = (0) إن‎ «bre 
. وحلة‎ pole ليست‎ d, غير تافهة» يكافئ قولنا إن جميع‎ 

5 - إن الشرط وه ٠٠٠|‏ | ره مكافئ للشرط 20(M)‏ ... د .9(M)‏ 

. لتكن M‏ حلقية على حلقة RU‏ رئيسة ۸ . ادا كان x e M‏ و Gb o(x) = dR‏ 
تقول إن #دمن .d &3 M‏ 


إثبات المبرهنة 

لتكر: M‏ حلقية مولدة نهائيا على ۸ . عندتذ» بالاستناد إلى 7 CO‏ فإته يو جد 
تشاكل F OM ple‏ :م FOU‏ حلقية حرة على R‏ وحيث رتبة ۴ gee‏ لتكن 
رتبة ۴ هي 1 وضع N= kerb‏ عندئذ» بالاستناد إلى )4-0( فإنه يوجد تماثل 
OS uoo V: FIN M‏ الشکل 


١ 1‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


3 M 





إبدالياء حيث ۷ هو التشاكل الطبيعي . COMI‏ بالاستناد إلى CY - V)‏ فإنه یو جد أساسن 
f)‏ ۴) ل ۴ وتوجد alele pole‏ في ۸ بحيث تكون N‏ مولدة بالعناصر 
NS) ofa essa T‏ 
N -R(c f) © ..OR(cf) ;F- Rf, GORT‏ 
Sall a tee‏ اتاتكون pa‏ العاف Ossie f,‏ بالا oj CY - A) JISULA‏ 
PIN‏ هي مجموع مباشر لحلقياتها الجزئية الدوروية WRF) =RVF)‏ . الآنء إن v(f)‏ 
من المرتبة .© وذلك لأنه إذا كان ۸ © oBr‏ 
r(f)=0 > v(rf) =0 orf, e NS cir‏ 
وبالتالى فإننا ac‏ أن : 
"IN = Rf) © ... © Rv(f) (1)‏ 
حيث WP)‏ من المرتبة ,© وحيث pu volt . ele fe,‏ فإنه يقرن التفريق المباشر 
FINI (1)‏ بتفريق مباشر ل34. CONT‏ نريد أن نحذف المجمعات التافهة . ليكن PU‏ 
آخر عدد صحيح i‏ بحيث يكون ,© عنصر وحلة . عندئذ» بالاستناد إلى شرط القسمة 
a4‏ أن c‏ ,... ,© عناصر وحدة» وبالتالى Ob‏ الحلقيات المقابلة في (D)‏ هي حلقيات 
م DISS 03] uide Se is‏ هب = ales‏ | 
M=M © ... © M,‏ 
حيث RWG ( = ROE)‏ = ,1 هى حلقية دوروية غير تافهة من المرتبة ,© = ,4 


و dileal- |d;‏ . إن هذا ينهي الإثبات . 


(Y-A)‏ نتيجة 
مع فرضيات ا (Y-A) ds‏ فإن ۴ © 7 = 4احيث هی حلقية الفتل 
itid‏ او AF‏ لظ coli Lo kj‏ رة ago‏ 


RU TN فاك‎ 


البرهان 

نعلم من )0( أنه إذا كانت 7 مجموعة عناصر الفتل في «M‏ فإن 7 حلقية 
Sis A.‏ 1. في تفريق M‏ المعطى في 
(Y-A)‏ تفرض أن 1 Jaca‏ علد صحيح j‏ بحيث 0 = ,4 . n sub Jie‏ 
COXY-A)‏ يكون 0 = ,4 - ... = d,‏ وبالتالی OB‏ كلا من M,‏ ,, ,4 هي حلقية 
دوروية عديمة الفتل . إذن» بالاستناد إلى (6-7) تكون M,‏ 6 ...© ,1= ۴ حرة 
s Dai);‏ ليكن 14 6 .© pals isc T 2 M,‏ أن € M= T*‏ 


. 41« 7 د EO Sej? 5 & "que‏ ب 2 JË jo‏ —- & 
وندعی أن'7 = 7. لإثيات هذا نفرض أن *7 € ۳۸ . عندئد mam + ... +m‏ حيث 





usum e M.‏ أن d.‏ يقسم ,4 لكل [ > : فإن 0 = dm, +... + dm,‏ ح dm‏ يما أن 
ob 4, * 0‏ هذا يبين لنا أن كل عنصر فى T*‏ هو عنصر فتل» وبالتالي TE c TOP‏ 
من الناحية الأخرى» لنفرض أن« هو أي عنصر فتل في M‏ عندئذ» جا أن M = T*‏ 
damn UDF‏ 778 2و nolle SEF‏ عنصر فل ؛ فإنهيو جد ع #۲ () 
rn = 0 taR‏ إذن0 ديرم + نم Uc‏ أن © T*‏ مجموع piles‏ فان 0 = [م. 
ولكن F‏ عديمة الفتل. وبالتالى me Posi F-06014‏ وبالتالى fea T oj‏ كه 

eol 


ملا حظة 

إن الحلقية الجزئية F‏ المذكورة فى (۳-۸)» بصفة dale‏ ليست وحيدة. فمثلا. 
إذا اعتبرنا 1 © ,7 = M‏ حلقية على 7 فإن حلقية الفتل الجزئية 7 هي الخلقية الجزئية 
الدوروية الولدة ب(1.0). إن القارئ يستطيع أن يتحقق بسهولة من أن العنصرين )1 ,0( 
s (1, 1) ;‏ لدان عافن جر oes‏ دور رن F‏ 9 *۴ یت M=TOF=TOF*‏ 
كما يستطيع إثبات أن F zF*‏ 


(£—A)‏ نتيجة 


كل حلقية عدية الفتل ومولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة ؟[ تكون حرة . 


a; al Tile عل‎ LSU Wye Lat SUN التغريق‎ 


Y1A 


البروهان 


إذا استخدمنا الترميز المستخدم في (Y-A)‏ فإنه إذا كانت M‏ عديمة الفتل فإن 


;10 = 1 وبالتالى فإن .M = F‏ إذن ۸1 حرة . 


من الا مزر المثبرة للام أن نحت قيما ]3 |كائك سر Sie‏ ما تق ةة 


بدلنا فرضياتها بفرضيات أضعف . الآن» ستثبت أنه لايمكن إضعاف فرضيات المبرهئة 


مغل 


(Y-A) 


DU . إن الفرضية التي تنص على أن ۸ حلقة تامة رئيسة هى فرضية غير فائضة‎ - ١ 


e‏ لتكن Xie .۸ = [x]‏ إن أية مجموعة مستقلة خطيا R‏ لا تحتوي 
على أكثر من عنصر واحد . ذلك لأنه إذا كان 4 و b‏ عنصرين غير صفريين فى ۸ 
فإن oles t 0 = ba-ab‏ علاقة خطية غير تافهة بين ۾ و ط. J = 28 + ×۸ SJ‏ 
هو المثالي المولد ب 2 و :د في . عندئذء إذا اعتبرنا 7 حلقية جزئية فى R‏ فإنه 
يمكن توليد 7 بعنصرين . الآن» بالاستناد إلى تمرين ۸ في الفصل الرابع a‏ أن 
ل غير رئيسي ؛ أي أن 7 ليست حلقية جزئية دوروية في .R‏ إذن» لو كان J‏ 
مجموعا مباشرا لحلقيات دوروية فإن هذه الحلقيات ستكون عدية الفتل (وذلك 
ROY‏ عديمة الفتل) وسيكون هناك حلقيتان على الأقل » عندئذ» سيكون مو لدا 
اثنتين من هذه الحلقيات مستقلين خطياء ; OI LAL a3‏ لك op) deme‏ 
الممكن أن نستخدم أية حلقة تامة بحيث لا تكون حلقة تامة رئيسة بدلا من 
Lx]‏ فى المناقشة السابقة) . 

من الواضح أنه لا يكن حذف الفرضية التي تنص على أن M‏ مولدة نهائياء 
وذلك لأنه إذا كانت حلقية ما مجموعا مباشرا لعدد منته من الحلقيات E‏ 
الدوروية فإنها مولدة نهائيا. با آننا لم نناقش المجاميع المباشرة غير المنتهية فإننا 
لا نستطيع أن نتابع مناقشة هذه المسألة هنا . 


114 BAN مبرهنات‎ 


؟ - وحدانية التفريق 

ماذا يعني السؤال فيما إذا كان تفريق مباشر لحلقية ما وحيدا pl‏ لا ؟ بالنسبة إلى 
فط التفريق الموصوف فى (۲-۸) فإنه يكن التعبير عن هذا السؤال» في أصلب شكل » 

إذا كان يوجد تفريقان من الشكل 

© ... © ألا - ,ك8 © ٠.١‏ © ,11 - 11 

حيث Mi 9M‏ حلقيات جزئية دوروية غير تافهة فى M‏ وبحيث ) 2٠-١ 2 o(M,‏ ( ,0)11 
و (20)144:---0)34)(2 فهل هذا يقتضي دائما أن M; = Mi dlse ۲ = s‏ لكل 
Icl ...#‏ ؟ 

الإجابة البسيطة غر هذا JE SI‏ تكون لا؛ M.‏ إذا كان لدينا تفريق من ذلك 
النمط» بحيث يكون لبعض مركباته نفس مثالي الترتيب» فمن الواضح أننا نستطيع 
الحصول على تفريق آخر من نفس النمط بواسطة إجراء تبديل على المركبات . فمثلا 
إذا كان ر2 © ,2 = M‏ المجموع الداخلي المباشر لنسختين ,2 من الحلقية ۸ء حيث | 
حلقية على 7» فإن OZ‏ ,7 = 14 تفريق col‏ وكل من التفريقين له الشكل الموصوف 
في AKA‏ 
۰ وحتى إذا أضعفنا متطلبات الوحدانية قليلا OL‏ نطلب مساواة الحلقيات M,‏ 
للحلقيات Mi‏ ولكن بترتيب ما بدلا من M; = Mj‏ فإن الإجابة عن السؤال تبقي 
لا. وذلك لسبب بسيط هو أننا نستطيع أن نختار أساسا لحلقية حرة بطرق متعددة. 
فمثلاء إذا اعتبرنا المجموع الخارجي المباشر / © ۸ل امع نفسهافإن 
ZO Z = 7)1, 0) © ZO, 1)‏ هو تفريق من النمط الموصوف فى (Y-A)‏ ولكن: 
كما رأينا فى البند الثانى من الفصل السابع فإنه إذا كانت | 


"E 


مضفو فة غلی 2 بخيث يكون محذدها 1غ فإن T(a, c) © Z(b, d)‏ تفريق مباشر آخر 
من الشكل المطلوب كما أن مثالى الترتيب لكل من المجمعين الدورويين هو الصقر. 
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وحتى بالنسبة إلى حلقيات الفتل » فإن الإجابة عن سؤالنا تبقى سلبية . فمثلا. 
لیکن 8 © ۸ = M‏ هو المجموع الداخلي المباشر لزمرتين دورويتين la‏ = 4 و B = Íb‏ 
من الرتبة 2( ونعتبر M‏ حلقية على 4 كما هو معتاد . إن هذا تفريق من النمط (Y-A)‏ 
لأن 27 = 0(A) = 0(B)‏ ولكن M = Ta © T(a*b)‏ تفريق آخر من هذا النمط وإن 
كلا من مجمعيه المباشرين لا يساوي 8. وبالتالي فإنه لا يوجد أمل لإنقاذ هذا المفهوم 
البسيط للوحدانية بالنسبة إلى التفريقات الموصوفة فى (Y-A)‏ 

بالرغم من الإجابات السلبية السابقة » فإنه توجد إجابات إيجابية ومفيدة عن 
السؤال التالى : ما درجة وحدانية التفريق؟ فمثلاء إن عدد المجمعات فى التفريق هو 
epa c Mens viele pace‏ پا الکو تقس Ute‏ 
الترتيب التي تظهر في (۲-۸). سوف نثبت المبرهنة التا 


(O—A)‏ ميرهنة 
CÓ LHL R KS‏ ید ولک EL M‏ هال LR‏ ليقة 
M = M © ٠٠١ 0M, = 14 © ٠٠١ © M,‏ تفريقين مباشرين MJ‏ حيث M,‏ حلقية 
دوروية غير تافهة من ا مرتبة Mj sd,‏ حلقية دوروية غير تافهة من ا مرتبة (d‏ 
di | d; |---|,‏ و p |d ٠٠٠١ |di‏ 

dud d. بوجه حاص » إن‎ . = 1, ‘he 


. بق التعاريف‎ ane lif in od le oy 





(/-5) تعاريف 

لتكن M‏ حلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة ۸ . عندئذ» بالاستناد إلى 
(Y-A)‏ فإننا نستطيع التعبير عن 1 بالشكل ,1 © ... © tM =M‏ حيث M,‏ حلقية 
دوروية غير تافهة من المرتبة ,4و dy | dy |٠٠٠١ | dy‏ . وبالاستناد إلى (O-A)‏ فإن ا متتالية 
dined), d,, sayy‏ حت سقف fal ge‏ هى عناصر وحدة نسميها متتالية من العوامل 
اللامتغيرة (invariant factors)‏ ل M‏ . لاحظ أن العوامل اللامتغيرة لمصفوفة يكن أن 
تكون عناصر وحدة» ولكن بناء على هذا التعريف > ob‏ العوامل اللامتغيرة (dale‏ 
Y‏ مك أن 0355 عناصم doe‏ 


d,, = ...= d, - 0 عندئذ»‎ d = 0 عدد صحيح أ بحيث‎ doll + 1 SJ 
وبالاستناد إلى (0-۸)» يتم تعيين العددين الصحيحين او | - 5 بشكل وحيد بواسطة‎ 
ونسمى‎ . M J (torsion-free rank), ا حرة من الفتل‎ &5 JI s — | نسمي‎ M ialt] 
. M J (torsion invariants), المجموعة ال مرتبة ,4 .... .4 متتالية من لامتغيرات الفتل‎ 
واضح أنه يكن ا خصول على متتالية من العوامل اللامتغيرة  حلقية إذا كنا نعرف‎ 
. لامتغيرات الفتل للحلقية والرتبة ا حرة من الفتل للحلقية‎ 


(T-A) إذا استخدمنا الترميز المذكور أعلاه. واستندنا إلى النقاش المستخدم فی‎ - ١ 
هى‎ 7 = M1, © ... © M1, حيث ۴ حرة ومن الرتبة | - 5و‎ [4 = 1'© ۴ ob 
إذن‎ . M حلقية الفتل الجزئية فى‎ 

MIT = F © TIT = FIF AT = FILO} 7‏ 
إذن» ]13 كان لدينا أي تفريق MI‏ كما فى (0-A)‏ فإن عدد المجمعات الدوروية 
عديمة الفتل يكون رتبة الحلقية الحرة MIT‏ وبالتالي فإنه يتم تعيينه بشكل وحيد 
بواسطة LM‏ والرتبة الحرة من الفتل MJ‏ هي رتبة الحلقية الحرة 11/7 . 

O-A) S lol - ۲‏ و (067A)‏ تعطيانا تصنيفا (classification)‏ للحلقيات 
المولدة LR. Lis) ade | le UL‏ وبالاسساد إلى عاتين Ob ccna pl‏ 
كل حلقية M‏ من هذا النوع تعين عددا صحيحا 20 5 وتعين متتالية 
Jl [22]] = | [ds] (2‏ 2[ 
من فصول العناصر المتشاركة فى ۸» حيث كل ,4 ليس عنصر وحدة في ۸. إذا 
كانت كرو «Bs iab M"‏ قإنهما تعينان تق الخالية MG‏ إلى 
.(0-A)‏ بالعكسسن: إذا كانتت M aM‏ تقائلان تفس المتتالية )2( OL‏ 
M‏ © ... © ,ل( - 84[ و M'2 Mj © ٠-١ OM,‏ حيث كل من ,11 و Mj‏ 
دوروية ومن المرتبة d,‏ . إذنء بالاستناد إلى M; = Mj 9B )١١-5(‏ « 
وبالتالى فإن M = M^‏ أخيراء نلاحظ أن كل متتالية من الشكل (2) تقابل 
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حلقية » وهذه الحلقية هي المجموع الخارجي المباشر لحلقيات دوروية من المراتب 
d, .... d,‏ . طبعاء إن (RIRA)‏ مثال على حلقية دوروية من المرتبة -d‏ إذن 

يوجد تقابل واحد لواحد بين فصول التماثل للحلقيات المولدة نهائيا على ۸ من 

. والمتتاليات من الشكل )2( من جهة ثانية‎ cage 

الآن» يجب Ule‏ أن نثبت المبرهنة (/-0)؛ سنفعل ذلك عن طريق استنتاجها 
من المبرهنة التى تعطينا وحدانية العوامل اللامتغيرة لمصفوفة . لتكن om F‏ 68 وليكن 
F— M‏ :€ تشاكلا Nalg\ pe‏ كما نعلم Of‏ بعض الاختيارات للأساسات في F‏ 
و N‏ تعين تفريقات M‏ كمجموع مباشر SLE‏ جزئية دوروية. إن برهان (0-A)‏ 
سينجز بواسطة إثبات العكس» أى أن بعض التفريقات المباشرة ل M‏ تعين أساسات 
في ۴ و N‏ من النمط المناقش فى .)١-1/(‏ إن المأخوذة التالية سوف تكون مفيدة . 


(V—A)‏ مأخوذة 


45 LI فق‎ x ol à M M فى‎ cy eae y 9X حلقية على ۸ . ليكو‎ M لتكن‎ 
Rè = Ry «Jie .dy 2 00l, Ry 2 Rx علاوة على ذلك » افرض أن‎ .d #0 


OL Vi 
مشتر کا‎ Dole ۸ لیکن‎ .× = ry بحيث‎ ” E ۸ فإنه یو جد‎ . pall بالاستناد إلى‎ 
تة إن‎ .# - dh rz rhe sur, d, € Rx y tus dyr] Jel 
di JM بما أن من‎ «os . 4, × = r d hy =r dy = 0 وبالتالى فإن‎ × ry = rhy 
جد‎ yd :ا الما‎ d) = [1] 03] وسنة.‎ pare وإن‎ 4-4, 3| . did, oj 
. هو مطلوتب‎ LS y = (ur + vd)y = ux € Rx o5] „ur + ,ا بحيث | = )نا‎ € R 


(A—A)‏ مأخوذة 
لیکن M = Mx, © ... © Rx,‏ مجموعا مياشرا Lilt‏ جزئية Rx,‏ التى ھی 
حلقيات L3‏ دوروية وغير تافهة من ال مرتية #0 cd,‏ وحيث d dy‏ 
لیکن M‏ ۴ :© تشاكلا غامرا حيث F‏ خرة وذات LU)‏ منتهية 3. A> cle‏ 

اماس( y Hx, alins FJ (f, s f‏ بی 





cd ,رمن ا مرتبة‎ sM = Ry 9..ORy (i) 
t<iss JSI&f)-O,1sistIS)ef) - y, (i) 


البرهسان 

لاحظ أننا قد كتبنا الحلقيات الحزئية الدوروية بترتيب معاكس للترتيب المعتاد € 
إن هذا سيبسط الترميز . ونستخدم الاستقراء الرياضى على . إذا كان0 t=‏ فإن 
M = (0)‏ وإنع هو التطبيق الصفرى؛ وإن أى أساس ل ۴ يحقق الشروط . 

OV‏ نفرض أن 0 <غ. وأن المبرهنة صحيحة للمجاميع المباشرة التي يقل عدد 
مجمعاتها عن ۲. الآنء بماأنعغامرء فإنه يوجد” € يع بحيث telg) =x,‏ ويما أن 
cx, 0‏ فإن 0 ۶ ,ع . إن Re‏ حلقية جزئية من F‏ وبتطبيق (۱-۷) على az «Re,‏ أنه 
يوعد اشاس fib‏ ی (ft,‏ ل وع اسای gi‏ لوقو ere R‏ اورت gi‏ 
عندئد» يوجد عنصر وحدة U”‏ بحيث eg = ug‏ وبالتالى فإن surf,‏ 8 . ليكن 
€(urft) m ury, bse . yi = e(f1)‏ - ( رو)ع = ند وبالتالي X, € Ry, OB‏ 
COT‏ !00 ع d y,‏ وذلك OY‏ |» هي مر تبة ,× و d,‏ تقسم |4 وبالتالى 2008 dx,‏ لكل 
coNI dM = )0( dy!‏ بالإستناد إلى a4 (V-A)‏ أن le . Rx, = Ry,‏ أن أى 
مولدين لحلقية دوروية يكون لهما نفس المرتبة فإن y,‏ يجب أن يكون من المرتبة |4 . 
علاوة على ذلك إن 

M - Ry, © M, (3) 

M, - Rx, € ... (O Rx o 
والمصاحب للتفريق )3( . إذنء ]13 كان‎ M على‎ M هو الإسقاط من‎ ۲ SU 
ل ا‎ Jf) ent ol -sireR EMA a oR, 
7: M1 3M Neo. ۴ = Rf OR إن‎ bus. 5 = 5/5 0-6 Rf, 
OLS إذا‎ . M, إلى‎ F من‎ pole تشاكل‎ EOD ol ple oS Le: F >M و‎ 
OY وذلك‎ wef) = me(f*) فإن‎ x € R و‎ ft حيث اع‎ f =x f+ f*eF 
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0 -( زواع 9 ze( fi)‏ , إذن: me jab o)‏ على ۴ هو تشاكل COV. ple‏ بالاستتاد 
إلى فرضية الاستقراء جد آنه يوجد أساس y, € Rx, poteat, J hf. -— ha‏ 
من المرتبة d;‏ لكل ۲> Si‏ 2 بحيث nef; (= y;‏ لكل ؛ك :ك 2 و 0 -) ne (f;‏ لكل 
.t<iss‏ إن هذا يعني أن 
e(fi)- n y(t«iSs)s€ (f i= Yi tny(2sist)‏ 
Rawls pola‏ € 7. لیکن : 
fi fi‏ و(ا )أرب fi- fi‏ 

FJ أساس‎ f, f فت‎ Steg FI glad (fts foes fib o عن المؤكد‎ OW 
محدد المصفوفة التي تربط هاتين المجموعتين يساوي 1. علاوة على ذلك» إن‎ OY 
لكل‎ e(fi)- e(fi - برح(‎ *n» n» =y s e(fi=e(f=y, 

> : > 2و0 (60 لكل uldisa .t«iSs‏ ينهي البرهان . 


(AA)‏ نتيجة 
نستخدم الترميز ا مستعمل في CA- -A)‏ . وعلاوة على ذلك نفرضص أن M‏ حلقية 


fs‏ وان 0 » .s‏ لیکن ker€‏ = الكل (iue‏ يوجد أساس NI‏ بحیث تكون مصفوفته 
بالنسبة إلى AL‏ ل هى d, d)‏ ,1 ب Yl oae c diag(l,‏ عاد En‏ —$. 


البرههان 
سعبت أن 
R(d f) © ... R(d f)  Rf,, © ... © Rf (4)‏ - 


f = <; f; فإن‎ f €> / إذا کان‎ ob FI WLI, f فى الحقيقة» ہا أن‎ 
I=] 


Oj عندكل»‎ . 2 Rial لعتاضر‎ 


١ Vo T Al مر هنات‎ 


ما أن مجموع الحلقيات الجزئية Ry‏ مباشر فإن 0 = ry,‏ لكل ci‏ وبالتالي oB‏ 
cd,‏ أي مرتبة cy‏ تقسم ٣,‏ لكل + > ك 1 . بالعكس» واضح أن هذا الشرط يضمن لنا 
(f e Nol‏ وبالتالى فإننا نحصل على (4). با أن M‏ حلقية فتل» op‏ كل ,4 تختلف 
عق Lal‏ وبالعالى fs) OD‏ عدوي (d, fis s d f, f,‏ أساس NS‏ إذا Lass‏ نذا 
eia gia OD, Ste d, LAT‏ إلى Bb gical 8 0,455 Uf, s f‏ 
القطرية المطلوبة . | 


إثبات المبرهنة (0-A)‏ 

سيكون الإثيات مباشرا - إلى حد ما - لأننا قد أنجزنا معظمه . إن 

=M © ... © M? (5)‏ ,81 © ... © إلا - 1 
حيث M‏ و M^‏ حلقيات دوروية غير تافهة من المراتب ,4 و d;‏ على الترتيب وحيث 
,4|٠-ايك‏ |رك و di | 45 |- | dr‏ 

Jas. V‏ أن coL abl‏ قد رقن OV‏ عسي il‏ العتاد. ليك | + » هو أول 
عدد صحيح i‏ بحيث 0 = £d,‏ وبال مثل» لتكن v‏ معرفة بواسطة التفريق الثاني » عندئد » 
بالاستناد إلى المناقشة الموجودة في a£ (Y-A)‏ أن 

M! (6)‏ © ... © )ل( T-M,O..6M,-‏ 
هي حلقية الفتل الحزئية في «M‏ وأن M, © ... © M,‏ = 11/7 حرة ورتبتها 1 - 5؛ 
با لمخل e‏ إن MIT‏ حرة ورتبتها ۲ -۲. إذن» بالاستناد إلى (Y- V)‏ والتى تفيد أن رتبة 
الحلقية الحرة JM‏ فإننا نحصل على 

ü= tv (7)‏ =$ 
ومن غير أن نفقد العمومية» فإنه Ke‏ أن نفرض أن << ». الآن» إذا كان 0 = » فإن 





)6( تؤدي إلى 0 = v‏ كما أن (7) تؤدي إلى 1 = $5 9 (JS e‏ بما أن جميع العناصر ,4 و 
“4 تصير صفرا فإننا نحصل على النتيجة المطلوبة . إذن: LS‏ أن نفرض أن 0ع .u‏ 
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بالإستناد إلى £7 CO‏ فإنه يوجد تشاكل غامر ع من حلقية حرة ۴ رتبتها » إلى T‏ 
ويتطبيق (/-4)» على التوالي» على التفريقين الأول والثاني (TJ‏ فإن كلا من المصفوفتين 
diag(d,. —4‏ و ) (U - voll sae co) diag(1, — ee d;‏ مصفوفة 
أساسن JUN > kered‏ إلى أساسن FS‏ بالاستداة إلى الناققات الى go‏ 85 فى XI‏ 
الثاني من الفصل السابع فإن هاتين المصفوفتين متكافئتان. إذن» بالاستناد إلى 
«COv-V)‏ 108 صرق لكل i2 1, uv‏ آنا قد فر [Solus‏ ليس pas‏ 
وحدة tu = voli‏ علاوة على cells‏ بالاستناد إلى d; - df o «(W- V)‏ لكل 
4 ,...,1 = :. الآنء إن المعادلة (7) تؤدي إلى + = cs‏ وبا أن العناصر المتبقية d^, d;‏ 
جميعها تساوي الصفر OB.‏ هذا ينهي البرهان . 

في الفصل التالى سوف نعالج المبرهنتين (Y-A)‏ و (07A)‏ من منظور مختلف 
وربا يكون المنظور الجديد أفضل من المنظور السابق . 


Y‏ التفريق Sy!‏ لقية 
في ضوء (۲-۸). من الطبيعى أن يسأل فيما إذا كان يكن تفريق المجمعات M,‏ 
D‏ حصلنا عليها هناك إلى حلقيات الأصغرا) 1 لم ke Tis‏ هدا نمكن فى 
ger‏ الاعات aad‏ راطا في Z, at aL‏ © ,£ = £ كحلقات o3‏ 15$ إبدالية 
وكحلقيات على 2 ). وإن التفريق الذي سنعطيه الآن سيتبع الطريق المقترح بواسطة 
هذا المثال . 


)١١-(‏ مأخوذة 

لتكن M‏ خاقية غي رتافهة على ۸ وافرضن أن 0= dM‏ سیت Ld e R‏ 
صفرا وليس عنصر وحدة . ليكن d — up; «ss p^‏ حيث M‏ عنصر وحدة والعناصر 
p,‏ أولية وغير متشاركة زوجا زوجا فى ۸. Aue‏ يكن التعبير عن M‏ كمجموع 
pj M; 2 (0) MEM © ... © M, tl.‏ . إن عله الشروط تعين LAL‏ 
M, RI‏ بشكل وحيد . 


اللرهان 
لاحظ أنه با أن ۸ حلقة تحليل وحيد» فإنه من الموْ كد أنه يكن التعبير عن 4 كما 
فى النص أعلاه؛ نأخذ عبارة ل4 من الشكل 
pole)‏ ضوب اسر d - (835-5 axe) x (A)‏ 
ثم نقوم بتجميع جميع العناصر الأولية المتشاركة مع واحد معطى ونحضر عناصر 
الوحدة إلى المقدمة . ضع : 


d; = d/ p? =u] [p 
j*i 
تفريق‎ Jor أنه إذا كان پر‎ cats CM y 
pM; (0) —M-M,G..0 M, (8) 
. بشكل وحيد بأقوى معنى تمكن‎ M, وبالتالي فإنه يتم تعيين المركبات‎ M, = d,M op 


ol p; |d; OY 4L ا درد‎ dM = 00 ا‎ oM 








dM C dj;M, * ١ +My 2 d;M, c M,‏ فين الناحنية الأخرئ: ما أن 
(di, pj: (= ]1[‏ فإنه se Rx s‏ بحيث 1= rd; + sp‏ . إذن» إذا كان m € M,‏ 
فإن : 
M; cd;Mcd;,M;c M; «ox m= (rd, + sp; jm = d(rm) ed; M‏ 

. فإننا نحصل على المساواة في العلاقة الأخيرة‎ JUL, 

إذذ»ء لكي نثبت أنه يوجد تفريق» فإنه يجب علينا أن نأخذ M, = d, M‏ وأن 
نبرهن أن )8( متحققة . با أن d; pj =d‏ فواضح أن )0( = p! M;‏ . الآنء با أن 
العاما المشعرك (d, ..., d, ) J eI‏ هو ]1 ERA 2 OL‏ لب dae hy‏ 


er a 


| = ,0 مة. )609 إذا كان 1 € x‏ فإن x = 1× = EXd(ri) e dM = EM,‏ ولکی 


نرى أن هذا المجموع مباشرء نلاحظ أن أي عنصر 8,34 © y‏ يحقق العلاقة 


J*i 


ca «dy =0‏ كما أشرنا أعلاهء إذا كان ei‏ زفإن 0 = ,4,44 . وإذا كان ( ينتمى أيضا 


1۷۸ التفريق المباشر Rad‏ مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


الو T‏ فان s, rl sill, . py=0‏ - كمافى الفقرة الأخيرة- فإن 


.QUs JI gu إن هدا‎ . y= (rd; + sp," ly =0 


(Y3-A)‏ نتيجه 
ادا كانت M = Km‏ دورويه › فان M. = R(d,m)‏ دوروية : فى هده ا I5] «JU‏ 
كانت is d‏ الفط فان Mis 2 p;‏ 


(Y Y-A)‏ تعاريف 

تسمى M coL a Ll‏ المذقورة فى IC *-A)‏ كات الأولية (primary‏ 
bl . M Jcomponents)‏ كانت N‏ حلقية pas p) FN = {0} coms‏ أولى) 
فإننا نسمي N‏ حلقية أولية (primary module)‏ أو حلقية فتل من النو ع م (p-torsion‏ 
module)‏ تسم ىكل حلقية فتل دوروية من النوع م حلقية 99 )45.9 JM‏ ا خاش 
دوروية مرتبتها قوة عنص ر أولي أو حلقية دوروية مرتبتها قوة ل . 

نستطيع أن نستخدم المأخوذة CY A)‏ للحصول على تهذيب لبرهنة التفريق 
(Y-A)‏ ولكن قبل أن نفعل ذلك» سنعطى نص «المأخوذة الجامعة» التاليةوبرهانها 
رهي تعلق بالمجاميع المباشرة للحلقيات الدوروية Rol Gl a E‏ نسبيا. 


(Y YA)‏ مأخوذة 
ليكن ,1 © ... © ,84 = 14 حيث M‏ حلقية فتل دوروية من ا مرتبة r,‏ 


و ]1[ Ur)‏ حيث | إن (ue‏ 1 دوروية من r 45 tl‏ رمء 


البرهان 

لبكن Rm.‏ = ,الو d= rs iS mm +... +m,‏ الآنه لكل 
sn = 0c sm=0obs € R‏ لكل i‏ ج ١‏ ]|: لكل d‏ عا أن العتاصر ” أولية فيما بينها 
D i lal;‏ بس ا یجي آنا endi‏ وبالتالى نجد mol‏ من المرتبة 4 . إذا 


مبرهنات التفريق 4 ١‏ 


وضعنا d, = dir,‏ فمن الواضح أن dm,‏ = 4# . وبا أن [1] = (r, d)‏ فإنه يوجد 
u ER‏ ,حح ]= str, + ud,‏ وبالتالى ob‏ 
R(d,m) = R(d,m) c Rm‏ ع m, = (tr, + ud)m, = ud. m,‏ 


و 
لتكن M‏ هى الحلقية deh © D, P.‏ 2 . عندتذ. بالاستناد إلى (t-A)‏ 
CY Y- A25‏ وبقدر من الإفراط فى الترميزء AE‏ أن 
Z -1,0,L,-1,91,2,.-1,01,‏ 
وبالتالى ob‏ 
M= (1, © 1, © 7 © (2, 81) ©, ۰‏ 
لقد وضعنا بين قوسين مركبات الفتل ل 1 التي من النوع 2 والتي من النوع 3 
والتى من النوع 5» وبالتالى UB‏ قد عبرنا عن M‏ كمجموع مباشر لمركباتها الأولية. 
وللحصول على تفريق MJ‏ كما هو موصوف في UB (Y-A)‏ نختار من كل مركبة 
أولية حلقية جزئية دوروية » بحيث تكون مرتبتها أكبر ما يمكن» ثم نضع هذه الحلقيات 
الجزئية بين قوسين لنحصل على الحلقية الحزئية الدوروية M,‏ الآن» نكرر هذه العملية 
على الحلقيات الجزئية المتبقية لنحصل على ,۸1ء وهلم جراء وفي كل مرحلة نتجاهل 
ال a YI ols‏ الى قد COS) aed‏ 
M=1, (1,01) © )3, © 71, © 7‏ 
(بالاستناد إلى OL. (YY-A‏ راك © رط - 
وبالتالي ينتج أن 180 ,12 ,2 هي متتالية من لامتغيرات الفتل MS‏ 


A ma (Y£—À) 
هد‎ gendi SE ette KR dinghy dali aal, اداع‎ i ye alo M كن‎ 





DALE SLU 5 acl YA‏ عولد Lil gs‏ على AA Alm‏ ركسة 


M=Z,®..®Z OF ©... ©:‏ 
حيث كل ,2 حلقية دوروية غير تافهة مرتبتها قوة عنصر أولى» وكل ,7 حلقية دوروية 
غير تافهة وعديمة الفتل . | 
إذا كان /1 © ٠٠١ OZ; © 2/ © ٠٠١‏ © 2 = 1 تفريقا r=sob i»‏ 
v;‏ = » ويمكن إعادة ترقيم المجمعات ;7 بحيث (/0)2 - o(Z;)‏ لكل A Si &r‏ 


البرهان 
إن النص المتعلق بالوجود هو نتيجة مياشرة (Y-A) ol .)١١-8(و (Y-A) J‏ 
تفيد بأن M‏ مجموع مباشر لحلقيات دوروية» وكل ما Ule‏ أن نفعله هو أن نستخدم 
CY Y- A)‏ للتعبير عن حلقيات الفتل (الموجودة بين هذه الحلقيات) كمجاميع مباشرة 
لحلقيات دوروية مراتبها قوى pole‏ أولية . 
الآن» سنثبت صحة النص المتعلق بالوحدانية - أيضاء لا يوجد شىء جديد 
هنا. باستخدام مناقشة مألوفة a£‏ أن : 
T-2,0..02,-Z[0--OZ;‏ 
هى حلقية الفتل الجزئية فى «M‏ وأن ا = OM tu‏ كلا منهما يساوي رتبة MIT‏ 
لتكن (,2 ,... (p,‏ مجموعة من العناصر الأولية وغير المتشاركة زوجا زوجا 
بحيث مرتبة كل Z,‏ وكل رك هي قوة لعنصر مام . نعيد ترقيم الحلقيات Z‏ بحيث 
تكون مرتبة كل من ;2 ٠٠٠,‏ ,2 هي قوة للعنصر «D,‏ ومرتبة كل من Zizi ٠-٠. Zi,‏ 
هي قوة للعنصر cp,‏ وهلم جرا. وبا مثل نعيد ترقيم الحلقيات 7 هكذا 
م SOS c‏ 
إذا قمنا بتجميع المجمعات الموجودة في التفريقين بهذه الطريقة فإننا نحصل على 
تفريقين أوليين T]‏ بالاستناد إلى a (Y *-A)‏ أن 
)9( + ورك Z a De DZ =Zi 4, BO‏ 
وهى مر TAs‏ المصاحبة ل م حيث 1 > > 0. (لقد وضعنا 0 - رز > ,: ). يما أن مرتبة 


كل مجمع هي قوة «D,‏ فإننا نستطيع أن نرتب المجمعات في كل تفريق بحيث تة | 


YA pel مر هئات‎ 


مرتبة كل مجمع مرتبة المجمع الذى يليه. عندئذ» بالاستناد إلى (0-A)‏ نجد أن عدد 
المجمعات فى الطرف الأيسر (9)J‏ يساوى عددها فى ad «o£ I o hll‏ أنه اذا LL‏ 
ed cole DJ cane diy s coal‏ أكون مضاوية. بوهانا plans‏ اللي 
المطلوبة . | 

سننهى هذا الفصل بإثبات أن التفريق المعطى في )١5-/(‏ «ذري» أي أنه لا 


(Y 6A)‏ تعريف 

إذاكانت M‏ حلقية على UB R,‏ نقول إن „eM‏ رقابلة للتفريق (indecomposable),‏ 
Y OUS M # (0) CLS)‏ موحد تقريق سار غير تاق هل «M‏ أي أنه اذا OLS‏ 
M = M, © M,‏ مجموعا مباشرا pe tlt‏ جزئيتين M, 5M,‏ فإن )0( = ,14 أو 
.M, = {0}‏ 


)١5-/(‏ مبرهنة 
كل حلقية على ۸ دوروية وغير نافهة » ومرتبتها قوة عنصر أولي» فإنها غير 
قابلة للتفريق . كذلك » كل حلقية على ۸ دوروية وغير تافهة » وعدية المتل فإنها غير 

فابلة للتفريق . 
كي نثبت المبرهنة (T-A)‏ فإننا نحتاج إلى المأخوذة التالية التي تتعلق ببنية 
الحلقيات الدوروية التي مرتبتها هي قوة عنصر أولي . 


(Y V—A)‏ مأخوذة 
لتكن Rz‏ = 2 حلقية دوروية على 7ومرتبتها d p"‏ عنص ر أولي . عندئذ» OB‏ 
ا خلقيات ا جزئية في 7 تكون 
CZ mul‏ ظح يجا (Um C2‏ 


. وبل‎ = pP Z > c häi 


YAY‏ التفريق P TiO SLM‏ على dal‏ ثامة رة 


اللرضان 

SU YU‏ إلى GQIp*R) ol (V7‏ =2 فی هذا التماثئل» إن أية حلقية 
جزئية في 2 تقابل (بالاستناد إلى ))١١-٠١(‏ حلقية جزئية في R‏ محتوية على PIR‏ إن 
حلقية من هذا النمط ھی مثالى فى CR‏ وبالتالى فهى من الشكل ۸ r‏ حيث “م|/؛ OY‏ 
.rR 2 p*R‏ إذن» بالاستناد إلى مبرهنة التحليل الوحيدء فإن ٣ = upt‏ حيث 
0 >8 > 0 و ١‏ عنصر وحدة ونستطيع أن نختار r‏ بشكل مناسب بحيث نجعل u‏ تساوي 
J‏ إن هذا يثبت أن الحلقيات الجزئية في Z‏ هي الحلقيات Z‏ فقط . بما أن مرتبة و2 هي 
م بالضبط عندما 0 ك ob (0 S B‏ الحلقيات الحزئية الموجودة في القائمة تكون 





إثبات المبرهنة (VA)‏ 

(i)‏ لتكن 2# دوروية ومرتبة 
Z=Z’ OZ”‏ , إذاكان كل من Z'‏ و”2 Likes‏ عن OLS hall‏ »4 
قائمة الحلقيات الجزئية فى LZ‏ المعطاة آعلاه» يبين أن كلا من '2 و ”2 تحتوي 
على الحلقية الجزئية غير الصفرية ٠2,‏ وبالتالي فإن تقاطعهما غير تافه. إذن 
Z^ = 40) 4 22 (0)‏ 

sp لذلك‎ R pU كل حلقية على ۸ دوروية وغير تافهة وعديمة الفتل» فإنها‎ (ii) 
R, حيث كل‎ R=R, OR, للتفريق . إذا كان‎ ALG غير‎ LR يكفى أن نثبت أن‎ 
حيث 2 ,1 = ن ونجد أن‎ 0r, € ۸, فإننا نختار‎ R حلقية جزئية غير صفرية‎ 





ها pn 6,9 p^‏ حيث 0 < »» وافرض أن 


ed à على‎ c pd Y © ميم ديعم . عا أن‎ € RR, CR rr, € RRCR, 
وهذا تناقض . إذن “ل غير‎ cR, OK, عنصر غير تافه في‎ 7 r لاصف >¿ فإل‎ 
. قابلة للتفريق‎ 


تمارين على الفصل الثامن 
إذا اعتبرنا پ2 © أ ® ورا حلقية على £ فقم بتفريقها إلى 
(i)‏ مركباتها الأولية. 
Gi)‏ مركباتها غير القابلة للتفريق . 
حاول أن تحل بعض الأمثلة المشابهة . 
أوجد الرتبة الحرة من الفتل ومتتالية من لامتغيرات الفتل لكل حلقية من 
الحلقيات التالية : 
(i)‏ ۷ فضاء متجه على K lim‏ وبعده يساوي n‏ معتير | V‏ حلقية على OK‏ 
(ii)‏ نفس الفضاء ولكن نعتبره حلقية على eA ikal y K[x]‏ حيث a‏ معرف 
على اسا Epes VJ Quas Vd‏ 
av — 0; | <i Stl pan =t‏ 
(iii)‏ ,7 حيث نعتبر L‏ حلقية على ,1 . 
T, (iv)‏ حيث نعتبر ,2 حلقية على 4 . 
لتكن M‏ حلقية فتل دوروية على حلقة تامة رئيسة . صف ا حلقيات الحزئية في 
M‏ وأثبت أن عددها عدد منته . ایخ أن كل ale‏ ةا Li BU M‏ 
جز تیه Mj‏ 
استخدم المبرهنتين (Y-A)‏ و (0-A)‏ لتثبت أن FR‏ غير ew abl‏ 
لتكن ,1 N, M,‏ حلقيات على حلقة تامة رئيسة بحيث تكون مولدة نهائياء وتكون 
حلقيات فعل من النوع و اعيبر pas‏ أت frat‏ لطبت اندإذا OLS‏ 
.LZMOBLONEMON‏ مدد إلى الحالة التى تكون N, M, LU‏ 
حلقيات اختيارية مولدة نهائيا. (إرشاد: ابدأ بالتمديد إلى الحالة التي تكون 
فيها كل من M gL‏ اختيارية بينما تكون IN‏ حلقية فتل من النوع م ) . 
أثبت أنه إذا كان لدينا حلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة» فإن كل حلقية 
جزئية منها تكون مولدة نهائيا . 
M = M, © ... © M, SJ‏ مجموعا مباشرا لحلقيات جزئية دوروية غير تافهه 
مراتيها t S.S. $n 3 sy) pas IONS Das D‏ لاه 


aw 


التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 
M : pm = 0)‏ ع ) = Mop)‏ أثبت أن Lab M(p)‏ جزئية فى M‏ وأنه 
يكن اعبار سا فضاء متجهابعده:#على الحقل EPE .RIpR‏ 
٠.١ ©‏ © )11 - 14 تفريق آخر MJ‏ حيث 11 دوروية ومرتبتها هي "م 
S Sn; eu,‏ ]8 . أثيت أن sat‏ . اسعخدع العفريقات Si SL‏ 
M/M(p)‏ والاستقراء الرياضى لتثبت أن =n, e m=;‏ ره . إن هذا Lee‏ 
برهانا ثانيا (07A) J‏ حلقيات الفتل من النوع م. مدد إلى JULI‏ العامة . 


لتكن M‏ حلقية فتل مولدة نهائيا ولتكن متتالية العوامل اللامتغيرة لها هي 


M كن توليد‎ NI اليك أنه‎ TR أو " طريقة‎ (A—A) باستخدام‎ ds is UE 


hog tin Pet 
ane 





AE 


4* - بالاستناد إلى مبرهنة الانشطار (V-V)‏ أثبت أن الفرض فى (۸-۸) بأن M‏ 


حلقيه فتل» هو فرض غير ضروري . 


. )5-/( من المبرهنة‎ )١-1/( باستخدام التمرين السابق استنتج المبرهنة‎ - ٠ 
ol us S. ونفرض أن لها الرتبة المنتهية؛‎ (R jet > Wil N ا * ليك‎ 


Xo تاه‎ pepe D. ایی ا‎ A (is ou 
gru ndn JS dU alls X = (X,,) مصعوفه‎ 
3 $ 
> xa "n; — n, (i = a en t) 
j=! 
l 
SX; "j = {j (i =f Í, ات‎ l) 
j=] 


NÌ poled {nts sm je 


| AO ox ZA مبر هنات‎ 


استنتج أنه إذا كانت A‏ مصفوفة من النوع٤ s X‏ على KR‏ فإنه توجد 
مصفوفة T‏ قابلة للانعكاس ومن النوع ؛ tx‏ على ۸ بحيث AT = (BIO)‏ حيث 
أعمدة B‏ مستقلة خطيا . 
الآنء أثبت أن CO t -V)‏ تنتج من (۱-۷). 
ات لتكن N‏ حلقية حرة على N = n, nd 53 R‏ مجموعة مولدة د YIN‏ 
نفرض أنها تولد Ape N‏ لتكن ( (x,‏ = × مصفوفة قابلة للانعكاس ومن 
النوع 1×1علی ۸. أثبت أنه إذا كان 


1 
n; = x "; (p= I, Tm l) 
i=| 


(0-A) تنتج من‎ (Yo - V) تولد/2. استنتج أن‎ 17], ..., nr SOL 


2^9) oe 


مبرهنات التفريق 
(مقاربة [اتعتمد على المصفوقات) 


فى هذا الفصل » سوف نثبت المبرهنات الأساسية (Y-A)‏ (/-0) و (V E-A)‏ مباشرة 
باستخدام الحلقيات نفسها وبدون الاعتماد على الحلقيات الحرة والمصفوفات. إن 
المعلومات الحسابية التى تعطيها هذه المقاربة (approach)‏ أقل من تلك المعطاة بالمقارية 
السابقةء ولكن يكن القول إن اللقازبة الجديدة [روع من المقاربة السايقة . نا FIG‏ 
نبت أية نتائح جديدة في هذا الفصل » فإن القارئ المتطلع إلى التعرف على تطبيقات 
النظرية في الجزء الثالث» يستطيع أن يحذف هذا الفصل عندما يدرس المادة لأول 
مرة . سوف نحتاج إلى بعض النتائج من الفصلين السابع والثامن. ولكن القارئ 
يستطيع دراسة هذه النتائج بمعزل عن معظم المادة الموجودة في هذين الفصلين . 


١‏ - وجود التفريقات 
نبدأ بدراسة الحالة التي يكون لدينا فيها حلقية فتل من النوع p‏ مولدة نهائيا على 
حلقة تامة رئيسة ۸ (حيث p‏ عنصر أولى في AR‏ ونبرهن أن هذه الحلقية مجموع 
مباشر لحلقيات جزئية دوروية. إن شرط القسمة الموجود فى المبرهنة (Y-A)‏ شرط 
فائض هنا؛ لأنه يكن ترتيب أية مجموعة من قوى عنصر أولي معطى 7 بحيث يقسم 
كل عنصر في المجموعة العنصر الذي يليه . ثم ندرس الحالة التي يكون لدينا فيها حلقية 
عديمة الفتل» ثم نستنتج ال حالة العامة من هاتين ا حالتين بقليل من الجهد . 


‘AY 


VAA‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهاثيا على حلقة تامة رئيسة 


)1—4( مأخوذة 
للحلقيات الدوروية ,×۸ التی مراتبها هی PU‏ حيث ,0 > ... > ,4 . لیکن me M‏ 
lode Yo s‏ صحييحا يحيث Ers G,‏ وافرض أن IE p m=O‏ 


يو جد M‏ ع ۸ بحيث 7177 = m‏ 


ols VU 


Ds pon Ep" Tox oli i re Re um- Er xol Le‏ إذن 


Rm a ET 31 qea p Tg A; = 0‏ فإن p^! | pai Tg‏ . ومن باب m‏ فإن 


po | pT Ep‏ . بالااستناد إلى مبرهنة التحليل الوحيد Ub‏ نجد أنه إذا حللنا ” إلى 
عناصر أولية » Lal gall ote op‏ المتشاركة مع p‏ والظاهرة في التحليل» يجب أن لا 
يقل yos‏ وبالتالى فان :7 | p”‏ . لیکن «tase or = ps.‏ إن( ×,ئے)م = m‏ كماهو 


مطلوب . 


(Y—4)‏ مأخوذة 
إذا كانت dil M‏ فتل من النوع p‏ ومولدة نهائيا M OD i‏ مجموع مباشر SLA‏ 


جره دورويه . 


البرهان 
بدلا من إعطاء برهان لهذه المأخوذةء فإنه من المناسب أن تبرهن صحة النص 
التالى الذى هو أقوى من المأخوذة : 
۰ لتكن M‏ حلقية فتل من النوع p‏ مولدة m, poll‏ ,حت 20 tS‏ عرتية 
ھی def die .0 S..S0 s po‏ عاض n AS yo Swe N,N EM‏ 


.M = Rn, © ... © Rng 8 > به‎ pP هى‎ 


مبرهنات التفريق (مقاربة لا تعتمد على المصفوفات) ۱۸۹ 
نستخدم الاستقراء الرياضي على :© ,3 الذي يسمى ارتفاع المجموعة المولدة . 
i=l‏ 


M 
. النتيجة تافهة‎ op وبالتالى‎ «M = (0) 0b « 9 a; =0 إذا كان‎ 


i=] 


t. 3 E "‏ : 
إذن» يمكننا أن نفرض أن 0 < ;»ر وأن المبرهنة صحيحة للحلقيات التى لها 


i=l 


5 
مجموعة مولدة ارتفاعها أقل من ;»< . ويمكننا أن نفرض أن 0 < » عن طريق 


[=| 


حذف المجمعات التافهة . وبا أن المبرهنة صحيحة إذا كان 0 = و أو 1 = ؟ فإنه يمكتنا 


A 
Ol tbe . M* = X Rm; oS .s» 1 ly ان‎ 
i=2 


M = Rm, + M* (1) 


: E 
. V a أقل من‎ M* أن 0 > ,0 . فإن ارتفاع المجموعة المعطاة المولدة ل‎ Ue 


I=] 


re MM, wy NE M* Ao 42 فإنه‎ ce] LS NI إلى فرضية‎ DE AI أدن.‎ 


M* = Rn, © ... © Rn,‏ ومرتبة هي "اجر و B, > at‏ . بالطبع» من الممكن أن تكون 
بعض العناصر n,‏ تساوى الصفر . الآن « stan Vb‏ إلى 0n, n, n < OWT)‏ تولد 


S 
هذا أقل من‎ ob »8 > a كان يوجد ¡ بحيث‎ 13] . 0 + DB; وإن ارتفاعها هو‎ M 


(=2 


. وبالتالى فإن فرضية الاستقراء تعطينا النتيجة المطلوبة‎ > Xy a; 


i=| 
patel 1a fe Qn SIR = DE AC أن‎ LOU E إذشه‎ 
مثالي الترتيب‎ ob وبالتالي‎ > p" (m +M " = M* يحقق‎ m+M*eM/M* 


jie‏ التفريق المباشر ALL‏ مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


له هو rR‏ حيث “م r|‏ . بما أن م عنصر dal‏ فإن مرتبة M*‏ + :71 ھی p‏ حيث 


Osysa‏ وهذا يعني أن 


xm, e M* & px (2) 
7Y o! OV! .p'm, = m* ع‎ M* بوجه خاص. إن‎ 
على‎ O73 نطبق‎ COM. 2/م‎ Ym* 20 ما أن » < ,= ,6 فمن باب أولى إن‎ 


Aen =m, -77 إذن» بوضع‎ . m* = p'm cs m eM* جد‎ 403]. M* 


" C= p^m == P 


pst CON! pn, = 0 ol‏ أن 
M = Rn, © M* (3)‏ 
عندئذ» إن هذا سيتمم البرهان؛ ذلك M* = Rn, © ... ® ۸۸, OY‏ ومرتبة n,‏ هي 
كيرت pP‏ لكل 2,...,5 «xal 3) ys a ec pen AS ai m‏ إن 
مرتبة n‏ هى بالضبط ”م ) . الآن» إن Rn, + M*‏ تحتوي على m m = m‏ وبالتالي. 
بالاستناد إلى (1) فإنها تساوی 14. من ناحية أخرى» افرض أن yn, € Rn, ^ M*‏ 
cse . ye Ré‏ إن * ym; = yn + ym eM‏ . إذنء بالاستناد إلى )2( Ob‏ 
ply‏ . إذن 0 > Rn, M* = (07 ob, Ju; . yn,‏ . إن هذا يثبت (3) ويتم البرهان . 
الآن. سنناقش حالة الحلقيات عديمة الفتل . 


(9-) مأخوذة 
إذاكانت M‏ حلقية عدية الفتل ومولدة نهائيا على ۸» فإنها حرة ودات رتبة منتهية . 


ols JI 
إذا كان 0 = و فإن النتيجة واضحةء وبالتالى‎ . M تولد‎ 471, ..., m ( نفرض أن‎ 
ac gans dg jS d تلع‎ Yal .5 < 0 أن نفرض أن‎ Use فإنه‎ 
MEA فى اتيف‎ os سن‎ STL pole ate یف کر ن‎ 1M i Lest 
M چ سل س 8 سرك را فی د إلى‎ AN E RW I 
(&e ), .... 26, D س الشكل‎ 0 5S M opel pare $+ 1 pe مكو‎ de إن أية مجم‎ 


مبرهنات التفريق (مقاربة لا تعتمد على المصفوفات) ١41١‏ 


e, ٤ Eco‏ بالاستناد إلى (Y-Y) Olay‏ فإن ,© ,... (e,‏ غير مستقلة خطياء 


s+] 
مختلف‎ x, وبحيث بعض العناصر‎ < xjej 2 0 بحيث‎ x, © ۸ فإنه یو جد‎ JUL, 
i=l 
$+] 
5 + 1 وبالتالى فإن كل مجموعة مكونة من‎ « V x; عن الصفر . إذن 0 2 (:©) ع‎ 
١ i=] 


عنصرا من عناصر 1 تكون غير مستقلة خطيا . إذن» يمكننا أن نختار مجموعة مستقلة 
خحطيا M GU, ..., f,‏ بحيث يكون 1 أكبر ما يكن . لتكن هي الحلقية الحزئية (في 
JU (M‏ لد ريق الحاصر SLL.‏ إلى Op (AO‏ رة OVI‏ إن الجر 
)f ..., fum)‏ غير مستقلة خطيا لكل oi‏ وبالتالي يكون لدينا علاقة 


/ 
> f u TEM, = {) 
ادر‎ 


حيث alse‏ بعض المعاملات (فى هذه العلاقة) عن الصفر ss folu.‏ ) مستقلة 
Ole « Lia‏ ذلك يعني أن 0 ۶ FM - F ol; E‏ لیک «ioe .۴ =۴... E.‏ إن 20 ۲ 
و .i irm. eF‏ إذن M \SrmeF‏ © +7 . إن التطبيق ”77 د 77 هو تشاكل 
حلقيات داخلي ل 1 MO S‏ بحلقية جزئية في ۴ . علاوة على ذلك با أن M‏ عدية 
الفتل al ob e‏ هذا التشاكل الداخلى هى 7 M sol AO‏ متمائلة مع حلقية جز ئية في 
oF‏ ونال سناد إلى oU CCA- V)‏ هذه الحلقية 45531 حرة . 

الآنء نحن جاهزون لتثبت المبرهنة e (Y-A)‏ ومن المقيد للقارئ أن يعيد قراءة 


نصها. 


(Y-A) إثبات المبرهنة‎ 
«(0770 :بالا ستتاد إلى 770 )و‎ casse M لتكن 7 هى حلقية الفتل الحزئية في‎ 
5 > Lip )۳-۹( إلى‎ obe Yo نهائيا وبالغالى»‎ 3 ps fall dee حلقية‎ MIT Ol 
op (V-V) s Db eoa U الاتعطار‎ dole إل‎ sexe VL cod} Lana zi s 
M=TOF (4) 
. حلقية جزئية > 8 ورتبتها منتهية‎ F حيث‎ 


AMT‏ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


الآن» نعتب T‏ . إن T=MIF‏ وبالاستناد إلى »)١-7(‏ فإنها مولدة نهائيا. نفرض 
أن TUS (x, x)‏ كل ,× هو pare‏ فتل» وبالتالى فإنه یو Riz‏ € ,0# بحيث 
ce or =r... ro X, =0‏ إن ۶0 7. إن كل عنصر فى 7 هو من الشكل 
sx,‏ حيث ۸ € ,5 . r(Xs.x) = Ls rx, 200] «Aie‏ وبالتالی .rT = (0) ob‏ إذا 
كان r‏ عنصر وحدة» (OF OL‏ -7. وإذا لم يكن الأمر كذلك فإنه بالاستناد إلى 
مبرهنة التحليل الوحيد يكون 
r — up, ! 95 p,"‏ 
حيث 1 عنصر وحدة وحيث,7عناصر أولية غير متشاركة زو جا زوجا فى ۸. بالاستناد 
إلى )٠١-(‏ فإن | 
انق 2 7-137 
حيث T,‏ حلقية فتل من النوع م ومولدة نهائيا. إذن. بالاستناد إلى المأخوذة (۲-۹) op‏ 
[T eT‏ 
Lo 4a (E‏ 


aR É mm S E E EGER REOS RN RFE RR E OP "OM WO. eee E S 


a. Sa u SE (5) 


4 $ 05 in 

من الممكن هناء أن تكون بعض الحلقيات , ,7 هي الصفر - من المناسب إضافة 

e pear US y ذلك غر وران‎ OUS 15] dada! I) yall coal عبض‎ 
T, نفس عدد المجمعات في كل‎ 

لیکن , =T jO © T,‏ ,ألا مجموع الحلقيات الموجودة في العمود ذي الرقم 

ز. عندئذ. بالاستنادإلى M obs ((OY-A)‏ حلقية دوروية مرتبتها 

هم py.‏ رم = رك . إذنء بالاستناد إلى (5) نجد أن di | d; |٠٠٠١| d,‏ . 


بالإضافة إلى ذلك إن 84 © ... © M,‏ = 7. الآنء إن الحلقية الجزئية الحرة ۴ هى 


^9( مباشر AE Je 4o 992 las M, , @ ... OM‏ الفتل › وغير تافهه . AS pog‏ 
كل منهاهى 0. VL o3]‏ ستناد إلى )4( فإن: 
M-M,G..M‏ 
وهذا هو بالضبط التفريق المطلوب (Y-A) | à‏ حيث 0 = T oe nn = d,‏ 
لاحظ أننا قد أثبتنا أيضا نص الو جود الموجود فى CVE-A)‏ وذلك M ON‏ هى 
المجموع المباشر للحلقيات ,7 التى هى دوروية ومراتبها قوى عناصر أولية» وللحلقيات 
M, ss M,‏ التي هي دوروية وعدية الفتل . 


؟ - الوحدانية - خاصة اختصار للحلقيات المولدة نهائيا 

نود إثبات الخواص الأساسية للوحدانية» الموجودة فى الفصل الثامن [(/-0) 
والجزء الثانى من .])١5-/(‏ إن جوهر هذه الخواصء أنه في كل واحد من نمطي 
التفريق » المجمعات وحيدة نحت سقف DUI‏ € . إن الحجة التي سنستخدمهاء 
ستستعمل الاستقراء الرياضى على عدد المجمعات بالإضافة إلى «مأخوذة الاختصار». 
التى تختزل المسألة جوهريا إلى مسألة إثبات أنه إذا كان يوجد تفريقان مباشران من 
النمط المعتبر » فإنه يوجد مجمع في التفريق الأول متماثل مع مجمع موجود في التفريق 
الثاني . 
)4—£( مأخوذة 

لتكن dali = 1,2 IST,‏ فتل مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة R‏ ولتكن 
T,‏ متمائلة مع ,1. لتكن ,لكل 2 ,1 = ا حلقية على ۸ وافرض أن : 

FGON«IL ON. 

N g N. إن‎ otter 
فإننا نستطيع أن نختصر المجمعات‎ cale شر وط‎ caa إذا‎ «u$ SI بكلمات‎ 
المتماثلة فى التفريقات المباشرة . إن برهان هذه النتيجة يعتمد على بعض الحقائق البسيطة‎ 

الخاصة بالحلقيات الدوروية التي مرتبتها هي قوة لعنصر أولي . 


42\ التفريق المباشر ald‏ مولدة نهاشا e‏ | حلقة ثامة hed)‏ 


)8—4( مأخوذة 
لتكن 7 حلقية دوروية على ۸. لتكن مرتبة 2 قوة عنص ر أولي» وليك نكل من 
O‏ و y‏ تشاكلا داخليا ل 2 بحيث 1 = Vy‏ يو » حيث 1 هو التشاكل الداخلى ال محايد ل 


الرهان 

لتكن مرتبة 2هي p*‏ واضح أنه يمكننا أن نفرض أن )0( ZZ‏ وبالتالى op‏ 
0 < ين . عندئد» بالاستناد إلى OYA)‏ فإنه توجد فى 7 حلقية جزئية غير صفرية 
ووحيدة 12م - ,2 وهي محتواة في كل حلقية جزئية غير صفرية من -Z‏ إذنء إذا 
كانت كل من keró‏ و ker‏ غير صفرية» OD‏ كلا منهما تحتوى على €Z,‏ عندئذ» فإن 
V‏ 9 يقرن , ,7 بالصفر . ولكن هذا مستحيل ؛ لأن 1 2 v‏ + ف . إذن 0( = keró‏ 
kery = {0};‏ . 

}13 كان )0( = img OL keró‏ حلقية جزئية من Z‏ متماثلة مع Z‏ نفسها. مرة 
أآخحرى» بالاستناد إلى op (Y-A)‏ حلقية جزئية من هذا النمط تكون على الشكل 
OxspBzacp'"Z‏ واضح أن مرتبة هذه الحلقية الجزئية هي poh‏ وبالتالي با أن 
الحلقيات الدوروية المتمائلة يكون لها نفس مثالى الترتيس» فإن“م ~ pP‏ إذن 
JL, . 8= 0‏ فإن 7 = 4¡ وإنم هو BE‏ ذاتى . 

: التعريقات المباشرة. لمك‎ dw نختاج إلى بعض اللتقائق البسيطة‎ «Lal 

M=M OM, (6)‏ 
حلقية مكتوبة كمجموع مباشر خلقيتين جزئيتين sM,‏ ۸1 . نذكر OL‏ الإسقاطات ,^ 
من 14 إلى M.‏ المصاحبة لهذا التفريق » معرفة بواسطة m = m, m, T(m) = m‏ 
Le m, © M, s‏ أن هذه العبارات وحيدة» فإن 7 حسن التعريف» ويستطيع القارئ 
بسهولة أن یری أن ,7 تشاكل داخلى ل 14 وأن نواة هذا التشاكل هى M‏ حيث ** ز. 
HUIS‏ يحطيع pens c OT tg Jl‏ من : 0 
(i)‏ 1= ۸+ 7 ححيث 1 هو التشاكل الذاخلى المحايد MS‏ 
Qi)‏ إذا كان زع ¡ فإن 0 = am‏ (حيث 0 هو التشاكل الداخلى ل 14 الذي يقرن كل 

عنصر بالصفر) . 


m ا‎ i 
.: - 1, 2 (NaF =m; (ii) 


(5-9) مأخوذة 
.N - 11, © (N ^ M) of‏ 


البرهان 
e n EN‏ نستطيع أن نكتب m,‏ + 11 = ۸ہ حيث um E M,‏ 
.ne M, (N (M7) iùإ cنذإ .m,2n-m, e Nنإف Mu, c NOI‏ ماأن 
المجمعين محتويان في UN‏ وبا أن تقاطعهما هو }0{ فإننا نحصل على النتيجة المطلوبة . 
TY‏ نون سوق A - 3k I OA‏ 


برهان المأخوذة )4-£( 

تلاحظ أولا أنه يكفى أن نعتبر الحالة التى تكون فيها كل من 1و ,7 حلقية دوروية 
مرتبتها قوة عنصر Sf‏ . ذلك لأنه في الحالة العامة نستند إلى نص الوجود في (VE-A)‏ 
لنجد أن : T, = 2,, © ... © Z,‏ مجموع مباشر لحلقيات دوروية مرتبة كل منها قوة 
عتصر أولى . إذاكان2 يرهز إلى تاذل من ST,‏ 2+ قإن: ,2 © ... © ,2= LT,‏ 
AUD Ae JAZ,‏ عندئد» إن: 

Z,0..6Z,0N,zZ2,0..0Z, ON, 

وإذا US‏ نعلم أنه يكن اختصار الحلقيات الدوروية المتمائلة التي مرتبتها قوة 
عنصر أولي Up‏ عندئذ نستطيع أن نختصر الأزواج ,2 و2 على التوالي ونستنتج أن 
JM. RUM.‏ 

إذن» نفرض ol‏ 

ZON =Z, ON, (7)‏ 
حيث كل من 7 و Z,‏ حلقية دوروية مرتبتها قوة عنصر 9l‏ وهما متماثلتان» ونشبت أن 
.N EN,‏ واضح أنه يمكننا أن نفرض أن (0) 2 ,2 . لیکن Z ON,‏ ج ON,‏ ,2 :0 هو 


aT‏ التفريق المباشر RAIL‏ مولدة نهائيا على حلقة تامة رئيسة 


التماثل المصاحب J‏ )7( . عندئذ» إن Z, ON, = AZ, ON) = ((Z) AN)‏ وإن 
AZ) &Z =Z,‏ و ANDEN,‏ إذن» يكفى أن نثبت أن ON) =N,‏ وإذا وضعنا Z‏ 
و N,‏ مكان (Z)‏ و ON)‏ فإنه Use‏ أن نفرض أن : 
Z,®N,=Z,ON,=M‏ 

ليكن © و هما الإسقاطانء من 34 إلى ,2 و N,‏ على الترتيب» المصاحبان 
للتفريق الأول ؛ بالمثل» نعرف ,م و ,لا بالنسبة إلى التفريق الثاني . اعتبر التشاكل الداخلى 
Gv,‏ + ور = (ر« + C5‏ إنه يساوي C‏ لأن 1 = ر« + (C‏ وبالتالي فإن اقتصاره 
على ,2 هو التمائل الذاتى المحايد ل ,2 . إذن» بالاستناد إلى )0-9( op‏ اقتصار C0,‏ 
او Ov,‏ على ,2 يحدث WE‏ ذائيا ل 2. 


الحالة الأولى 
Co‏ 5 قائل uina joe EM o Z, J Std‏ انسار C0,‏ على AZ,‏ لیکن 
Z5 = (Z1)‏ . ندعي أن 

M - 74 ON, (8)‏ 
الآن وفي المقام الأول» إن أي عنصر في Z5‏ يكون على الشكل Cz.)‏ حيث € z‏ 
.Z,‏ إذا كان مثل هذا العنصر ينتمى Cal‏ إلى GGG) OP N, = kerG,‏ = 0. ولكن 
DU CC,‏ ,15 له ]2003 ol. 62) 200p | JUJU,z,‏ عذايقيت ol‏ 
ZN, ={0}‏ 

نود الآن إثبات Mol‏ = ,× + 25 . نلاحظ أنه ا أن 14 = slob cZ, +N,‏ 
عنصر m e M‏ يكون على الشكل +n‏ 7 = ۳ حيث eZ‏ ,2 و OVI . #4 EN‏ إن 
6,6 يقرن ,2 ب ,2 كلها؛ 6,03 يقرن ( 6)2 = Zi‏ ,2 كلها. إذن يوجد 675 25 

— ث ( 6)22 = [2 . إذن ( 6)22 = G(m)- z‏ . إذن Ci(m—z3)=0‏ 
m-z5 eker), = Nj»‏ . إذن +N‏ و2 ع m‏ كماهو مطلوس . وبذلك نكون قد اہتنا 
Sib, Z; c imó, c Z; 91 «oM . (8)‏ فرتغا بالا Jo‏ )1-4( هن 
أن( N,‏ ^ و2) © Z4‏ = ;7 . ولكن بالا سساد إلى (VA)‏ فان EZ,‏ قابلة للتفريق ؛ 
ما أن 0 ع =Z,ON, 42; =Z › 2,0, = CO} OK. Zz‏ اا وذلك من (8). إذن 





£] 





مير هنات التفريق (مقارية لا تعمد على المصفوفات) ۹۷ ١‏ 
MIZ =N, OZ/Z,=N,‏ وذلك بالاستناد إلى )1-0 (Y‏ ما أن ,× © ,7 = 4 فإنناء 
fell‏ « نحصل MIZ, = N, de‏ إذنء فى هذه الحالة » LN, ZN,‏ 
3JU- I‏ الثانية 


Gv,‏ هو BE‏ ذاتي . في هذه الحالة» افرض أن( ۷)2 = Zf‏ . عندئذ» 
, تخدم v,‏ بدلا من ري فى حجة مشابهة للحجة المستخدمة أعلاه لنجد أن 


M=ZJON, (9) 
oB (1-9) وبالاستناد إلى‎ ZY c Na إن‎ c JU-I في الوضع‎ 
N> — £5 © N3 (10) 


حيث .N, =N ON,‏ إدن 

M= 2 ON; = OH ON (11) 

الآن» ينتح من (9) أن 11/22 = Ny‏ . وینتح من (11) Z3 © NO‏ = 11/27 . 
ولكن (9) تعطى 2 = MIN,‏ = 22 ومن الفرض ر2 = ,2. إذن» بالاستناد إلى (10) 
Z2 © Ny = 2# © Ns = Noi ad‏ . إن النتيجة النهائية لهذه السلسلة من التماثلات 
A‏ الاك N‏ وهذا ما أردنا إثباته . وبالتالى فإن هذا ينهى البرهان . 


ملاحظة 

نود أن نشير هنا إلى أن الحجة المستخدمة أعلاه تعتبر ساسا لمبرهنات كثيرة حول 
وحدانية التفريقات المباشرة فى موضوعات أخرى . في خخاتمّة هذا الفصل 6 وفي التمرين 
الأول» سوف نعطي مثالا يوضح أن )£7( لا تتحقق إذا لم نضع القيود على الحلقيات 
E‏ 


1 


إن هذه المبرهنات هى (/-0): والحزء المتعلق بالوحدانية فى (/-5 ١‏ ) . 
أولاء نعالج (/-0)., لكر 


۹۸ التفريق المباشر لحلقية مولدة نهاثيا على حلقة نامة رئيسة 


11 - 11, © ٠٠١ © ,لا‎ - (1 © ٠٠١ © M] 
على الترتيب و‎ dj حلقيات دوروية غير تافهة مراتبها 4 و‎ Mj و‎ M حيث‎ 
نستخدم الاستقراء الرياضي على 5. واضح‎ . di | di | | dr و‎ di | d ٠٠٠١| d, 
us .۲ < 0 وبالتالى فإننا نفرض أن 0 < 5. عندئذء أيضا‎ cagsU حالة‎ s = 0 أن‎ 
. بالنسبة إلى التفريق الثاني‎ v وبالمثل نعرف‎ udi 0 عو آل علد سحي ابعيك‎ 
: فإن‎ (Y-A) عندئذ» بالاستناد إلى حجة‎ 
1: - 11 © ٠٠١ © راق‎ - 74) © ٠.١ © ا‎ (12) 
حرة ورتبتها هى‎ 1/7 = 1 © ... © M 03 .M هى حلقية الفتل الحزئية فى‎ 
 OB(Y-V), هى 1-9 ]03 بالاسفناة إلى‎ ety be MIT فإن‎ las ow — u 
— (13) 
د يرو‎ vol. E Gel Lax Lux M, فإ تايالا تاد إلى‎ cu 2 s إذا كان‎ LOI 
ء. وبا أن جميع العناصر‎ = FOL (13) عندئذ» ينتج من‎ . di ~ diy, du ~ dy 
NU ME TEC + 


. صفرية فإن هذا يتم البرهان فى هذه ا حالة‎ d 


+l?“ 


إذنء Los‏ أن تشوضن tu = s ol‏ عندئذ» ينتج من(13) tol‏ ١م‏ و AM‏ 


dM = Y d, M; =O} فإن‎ . d, تقسم‎ CM, (أي» مر تبة‎ d بما أن‎ ON. حلقية فتل‎ 


i=] 
وبالتالي فإن ك ~ ,4 . إذن» إن‎ d, | dj JAL . d; | وينتج أن,4‎ d, M; = إذن(0)‎ 
وبالتالىء بالاستتاد إلى‎ M; J drR الترتيب‎ Ske sly M Jd R الترتيب‎ us 
: إذن» ينتج من )$7( أن‎ . M; = M; o «O70 
M, © ٠٠١ © 814 ,_, > 384) © ٠.١ © Mf, 

جا Wl‏ نستطيع هنا أن نبدل التماثل بالمساواة بالطريقة المعتادة» فإن فرض الاستقراء 
يخبرنا أن ۲-1 = didl s= tles- l‏ ~ و d, ~d; lle . di - dis‏ 
فإن هذا يثبت „īa dl‏ 

الآن» يمكن إثبات الجزء المتعلق بالوحدانية فى )١5-/(‏ عن طريق استخدام 
نفس الحجة المستخدمة فى إثباته فى الفصل السابق . 


مبرهئات التفريق (مقارية لا تعتمد على المصفوفات) 144 


تمارين على الفصل التاسع 
لمكن dc uana M‏ المكالياث غير المنشهية (رة ,2( M «€ .z, € £s‏ 
aes Z e Lal»‏ 
(Zp, 25.) = (z1 + 2f, Z2 25...)‏ + (ل... ;22 (zs‏ 
AZ, 2, soe) = (22, ZZ, ...)‏ 

أثىت أن ZOM = M = 40 © M‏ واستنتج أن )4 -؟) غير متحققة في حالة 
عدم وضع قيود على ال حلقيات M OD T‏ هي المجموع الخارجي المباشر 7 مع 
نفسها عددا SLE WIG Y‏ للعد (countable)‏ من المرات). وبرعم ذلك cul‏ 
ol‏ )4—£ ( متحققة للحلقيات الاختيارية المولدة نهائيا T‏ (على حلقة تامة رئيسة) . 
لتكن M‏ حلقية فتل من النوع 7 مولدة Ul‏ (على حلقة تامة رئيسة ۸ كالمعتاد). 
افرض أن )0( = PM‏ وأن ٤ M‏ × بحيث مرتبة ‏ هی PY‏ بالضبط . آثبت أنه 


M = N © Rx بحيث‎ N توجد حلقية جزئية‎ 


DU AX حيث مرتبة‎ (I-A) فى‎ LSM = Rx, © ... © Rx, (إرشاد : لتكن‎ 
clare Raum Era sl a medie uta xus SE » 
A N=) Rx, A> . 0, = 0: لدليل ما بحيث‎ (r, p) = ]1[ أن‎ 

j*i 
wl (أولاء‎ (Y-A) استخدام‎ O 9b eel p pu PR EK S 
ثم استخدم الاستقراء‎ c مو لدة بواسطة × وعنصر‎ M الحالة التى تكون فيها‎ 
.)۲-۹( الرياضى على عدد العناصر المولدة) استنتج المأخوذة‎ 


RY 


esa‏ الثال“ 


1 ۴ le 
TM s 
1 اسار‎ yt حساب‎ © 
| mn ; ual شكال‎ 
والاشكال الما‎ ion 
لقانونية‎ 





MC — — P" — NE — p 


Pay gil 


الزمر Yl‏ بدالية المولدة نهائيا 


Z -الحلقيات على‎ ١ 
كنا قد وصفنا الكيفية التي يمكن عن طريقها جعل‎ c في البند الأول من الفصل الخامس‎ 
Jl «a إذاكان 7 > ۸> 0و4ء‎ AL ببنية حلقية على‎ nas A إبذالية الخفيارية‎ i p) 
: فعل 2 یعرف كما يلى‎ 
0a - 0 l 
na = (a + ... +a) 
(— n)ja = —(a + ... + a) 
: في الطرف الاين هو ”. إن هذا يطرح السؤال العكسي التالي‎ a حيث عدد الحدود‎ 
s المعرف أعلاه؟ إن‎ Z زمرة إبدالية مجهزة بفعل‎ Z على‎ M هل كل حلقية‎ 
الحلقية تبين بسرعة أن الجواب هو نعم . بالاستناد إلى الملاحظة الثالثة في البند الأول‎ 
OLS علاوة على دلك. إذا‎ . m > M لكل‎ 0m = 0 من الفصل الخامس» فإن‎ 
نجد أن‎ )٤( فبالاستناد إلى شروط الحلقية (۲) و‎ 0 > n e Z 
nm=(1l+...+1)m=mt+...+m 
بالاستناد إلى الملاحظة الثالثة‎ ٠ SUIS . 7: فى الطرف الاين هو‎ 2 > tt} حيث عدد‎ 
أن‎ ad المستخدمة أعلاه‎ 


(— nyn = - (nm) = -(m +... + m) 


ray 


Ye?‏ تطبيقات على الإ مر والملصفوقات 


حيث ode‏ الحدود 7# في الطرف الأيمن هو n‏ إن هذا بالضبط هو فعل 7 المعرف في 
بداية الفقرة. إذن. فالحلقيات على ۸ ليست سوى الزمر الإبدالية - قوارير قديمة 
بعللامات جديدة . 

لتكن B‏ زمرة جزئية من زمرة إبدالية A‏ إذا اعتبرنا 4 حلقية على أ فإن B‏ 
حلقية جزئية من (A‏ وذلك كما رأينا في البند الثاني من الفصل الخامس . وبالعكس. 
إذا كانت A‏ حلقية على ۸ء OB‏ كل حلقية جزئية من 4 زمرة جزئية من الزمرة الإبدالية 
التى نحصل عليها من A‏ بواسطة إهمال فعل 7 . 

إذا كانت X‏ مجموعة جزئية من الزمرة الإبدالية 4ء فإن الزمرة الحزئية المولدة 
بواسطة X‏ هي مجموعة العناصر التى من الشكل Le >In x,‏ € ,۸ و x, © X‏ وهله 
العناصر تؤلف بالضبط )ل حيث عل حلقية جزئية من 4 مولدة بواسطة . OS)‏ إن 
أية زمرة إبدالية مولدة نهائيا هي بالضبط حلقية مولدة نهائيا على 7. 
في جدول التحويل التالى» نلخص هذه الحقائق البسيطة وما شابههاء ونبين 


حلقية (جزثية) مولدة نهاثيا زمرة (جرئية)مولدة نهائيا 


حلقية (جزئية) دوروية زمرة (جزثية) دوروية 





عنصر مثالي ترتيبه )0( nb LX wae‏ وة 





زمرة إبدالية حرة رتبتها 5 


Y "o eu المولدة‎ & Jiu yl ^ 


بالنسبة للقارئ الذي لم يسبق له دراسة الزمر الإبدالية الحرة» فإنه يستطيع أن 


Y‏ تصنيف الزمر الإبدالية المولدة نهائيا 

إن مبرهنات التفريق الموجودة فى الحزء الثانى » تجعلنا قادرين على إعطاء تصنيف 
نام BU gL ALY yo UI‏ نهانيا . تن بهذا الصيف آه من Kall‏ أن تقر كل زمزة 
من هذا النمط بمجموعة من اللامتغيرات التي تعين تلك الزمرة بشكل وحيد CF)‏ 
سقف التماثل طبعا)» وأنه من الممكن أن نكتب قائمة كاملة تحتوى على المجموعات 
الممكنة للامتغيرات . Cie‏ إن هذه القائمة هي في الحقيقة قائمة حتوي على جميع 
الزمر الإبدالية المولدة نهائيا تحت سقف التمائل - إن كل زمرة إبدالية مولدة نهائياء 
تقابل في القائمة مجموعة لامتغيرات والعكس صحيح . وتتماثل زمرتان إذا وفقط 
إذا كان لهما نفس مجموعة اللامتغيرات . علاوة على ذلك › يستطيع القارئ عادة أن 
تعيب لامتغي Ol‏ زهرة La |S Slane‏ - قعل شيا المثال» إذا كانت Bye‏ 
إبدالية مولدة نهائيا معطاة بواسطة المولدات والعلاقاتء فإنه توجد طريقة تمكننا من 
تعيين لامتغيرات الزمرة بعدد منته من الخطوات . وبالنسبة إلى الزمر الإ بدالية المنتهية 
فإن التصنيف سوف يعين UJ‏ عدد JI‏ مر غير متماثلة ومن رتبة معطاة . 

CO YI‏ نخصض مبرهتات التفريق (۲-۸)> (07A)‏ و(14-48١)‏ إلى خالة 
الحلقيات المولدة نهائيا على 7 آخذين في الاعتبار أن Z‏ حلقة تامة رئيسة. ونترجم 
النتائج إلى لغة الزمر . 





n (3-3 8) 

لتكن 5A‏ 5 8 إبدالية مولدة نهائيا . عندئذ » يوجد ل ۸ تفريق مباشر 
A =A Qu DA 0A Ou DA‏ 
(i)‏ ,#4 زمرة دوروية منتهية غير AgU‏ رتبتها الكل i= 1,2, .... r‏ 
(il)‏ ,4 زمرة دوروية غير منتهية لكل |-rel,2.ret‏ 


ni | n; BE n, (iii) 


Ye‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


إن 4تعين بشكل وحيد الأعداد الصحيحة ,۸ ,... ,,:7 ,1 التى تظهر في تفريق من 
هدا النمط . 


| - بالاستناد إلى (/-0)» Ob‏ المثاليات المعينة بشكل وحيد هى ۸ ,... hän l,‏ 
ولكن (A, 45 yo «SD n,‏ وفق التعر يف » هو المولد الموجب Jl‏ تر تیب LÁ‏ 
مو dm‏ وأخرى سالبة فى خلقة تامة رئيسة Male‏ 

Y‏ - إن العدد# هو الرتبة ال حرة من الفتل AJ‏ و إن ,... ,۸ هى متتالية من لامتغيرات 
القع AS‏ فى I‏ إذا جعلنا جميع لامتغيرات الفتل موجية فإننا نستطيع 
الحديث عن «متتالية لامتغيرات الفتل MAS‏ 


)+ \—¥( نتيجة 

إن زمرتين إبداليتين مولدتين نهائيا متمائلتان )15 وفقط ]15 كان لهما نفس الرتبة 
ا حرة من الفتل ونفس متتالية لامتغيرات الفتل . إذا كان 1و «عددين صحيحين غير 
سالبين وكانت ٠٠١ | n,‏ | ۸ متتالية من أعداد صحيحة أكير من 1» فإنه توجد زمرة إبدالية 


at Ci 


مولدة نهائا بحيث تكون FINE‏ ا حرة من الفتل هی 1 ولا متغيرات فتلها M cxx a‏ 


Qua Ji 
لقد سبق وأثبتنا معظم المطلوب . من أجل إنشاء زمرة ذات رتبة حرة من الفتل‎ 
معطاة» وذات لامتغيرات فتل معطاة» نقوم ببساطة بتكوين مجموع مباشر خارجي‎ 

من زمر دوروية غيرمنتهية عددها t‏ ومن زمر دوروية رتبها هي ,7 ,... My‏ 

إن هذا ينجز التصنيف المذكور ؛ نقرن كل زمرة إبدالية مولدة نهائيا برتبتها الخرة 
من الفتل وبمتتالية لامتغيرات الفتل الخاصة بها. ويمكن الحصول على تصنيف اخر 
عن طريق المبرهنة CVE-A)‏ كما يلى : 


الزمر الإبدالية المولدة نهائيًا Yey‏ 


(Y—Y +)‏ مبرهنة 
S‏ 4 زمرة Jul‏ ليه مولدة نهائيا . LE‏ يو جد ل 4 تفريق Loo‏ : 
A=B O... B. OB, O... GB,‏ 


TI 


LS 
i=l, .... قوة عدد أولي لكل ؟‎ pj زمرة دوروية غير تافهة رتبتها‎ 8, (i) 
E=S+1,.., 8+t زمرة دوروية غير متهية لكا‎ 8. (ii) 

فى أي تفريق من هذا النمط » يكون العدد الصحيح ۲ معينا بشكل وحيد والرتب 
oF Anas pi”‏ سقف eg yJissle]‏ 

لاحظ أننا لم نفرض أن جميع الأعداد الأولية ,م مختلفة وأن ۲ هي الرتبة الحرة 
من الفتل AS‏ 


)+ 1-£( تعريف 
تسچ CJ syl folie VI [t4‏ الموجودة فى (' (Y - 3 s‏ الالامتشيرات iS YI‏ 


. A ل‎ (primary invariants) 


(O—\ +)‏ نتيجة 
إنزمرتين إبداليتين مولدتين نهائيا متمائلنان إذ ذا» وفقط ]15 كان لهما نفس الرئية 
من الفتل ونفس اللامتغيرات الأولية . توجد زمرة إبدالية مولدة نهائيا بحيث 
7 رتبتها ا حرة من الفتل عددا صحيحا غير سالب معطى 1 وبحيث تكون لامتغيراتها 
dy VI‏ مجموعة معظاة digits‏ مكو tye di‏ قوق اصذاد aS yl‏ اكير هن I‏ 


v‏ - الزمر الإبدالية المنتهية 
pa‏ 
من أجل التأكيد على المضمون الزمرى» فإنتا سستخدم C,‏ (بدلا من E i‏ 
إلى زمرة دوروية رتبتها 1 < ۸ ؛ كذلك نستخدم K0,‏ لترمز إلى زمرة دوروية غير منتهية 
(وذلك UON‏ إذا اعتبرناها حلقية على Z‏ فإن مثالى الترتيب لها يولد بواسطة CO‏ 


YA‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


إذا كانت 4 زمرة منتهية» OB‏ | ۸| يرمز إلى رتبة £A‏ أى يرمز إلى عدد العناصر 
فى 4.. وإذا كانت A‏ دوروية» OB‏ هذا ينطبق مع مرتبة 4 بالمعنى السابق . 

لاحظ أنه إذا كانت ۸ و 8 زمرتين إبداليتين منتهيتين» B |-| 4 |.| B| ob‏ ® 4 | 
وذلك لأنه يكن مطابقة عناصر 8 © 4 مع الأزواج المرتبة (a, b)‏ حيث 4 © a‏ 


On 20 إذا كان 21 مو‎ TEK)! bec B s 





C, 9: 0C, | =n... n, 


إذنء لكل زمرة إبدالية رتبتها 1 < ۸ توجد متتالية my [m| |n,‏ بحيث 
FEO‏ ع | H no‏ = ,۸ ويحيث تكون هذه المتتالية لامتغيرات الفتل لتلك 
ya JI‏ 63 و إذا Liss‏ قائمة بالمتتاليات فن هذا ib t daal‏ نحصل على قائمة تضم A La‏ 





بعال 
ERE a a UM pd dig‏ ددا پا رر را سیت 
لامتغيرات الفتل للأولى 12 وللثانية 6 ,2. ويالاستناد إلى (Y Y-A)‏ فإن 
C, - ©, © ©,‏ 


Lo 


C C-C 86, pc 

وبالتالى op‏ اللامتغيرات الأولية لهاتين الزمرتين هى }27,3{ 5 }3 ,2 ,2( على 
الترتيب . 

فى الحقيقة » عادة يكون الأمر أسهل إذا بدأنا بتعيين اللامتغيرات الأولية الممكنة 
ot > 1 gei Gals i‏ إذا كانت 4زمرة من هذا النمط Ol‏ 

A=A,®...0A 

حيث كل ,4 زمرة دوروية غير تافهة رتبتها فوة Pp D, CLS Ia] dy 34e‏ هي 
الأعداد الأولية (الموجبة) المختلفة المستعملة وإذا أعدنا ترقيم المجمعات لتصبح A,‏ 


حيتت رتت a. < Q ae 3 p; A,‏ فان المجموع 8 المكون من المجحمعات T"‏ 


i, 


رتبها قوی للعدد ,7 يحقق pj‏ =| :8 | حيث Jls Q; = 3a;‏ 


J 


الزمر الإبدالية المولدة نهائيا TEN‏ 


A=B O... © B, 
التحليل الوحيد‎ d $a أن‎ cem ا حيو وان هذا‎ Alap uw pr" إذنء إن‎ 
للعدد ”إلى أعداد أولية موجبة . إذن» نحصل على اللامتغيرات الأولية الممكنة لزمرة‎ 
عن طريق تعيين المتتاليات المختلفة ... > ره > ,0 لكل ا بحيث‎ n إبدالية رتبتها‎ 
Qr tQ, 
JU نم تركيبها بجميع الطرق الممكنة. إن‎ l حيث كل , ,» اکبر من أو يساوي‎ 


T Gs - Q. 


د [ 


مثال محلول 

أوجد جميع الزمر الإبدالية التي رتبتها 360 (تحت سقف التماثل) معطيا 
اللامتغيرات الأولية ولامتغيرات الفتل لكل منها. 

أولاء نلاحظ أن التحليل الأولى للعدد 360 هو 5 .32 . 23. إذا كانت A‏ 
زمرةإبدالية رتبتها360 بحيث لامغغيراتهاالأوليةهي 
(a a, e PPS, us Pul‏ ان 5*71 3 22% = 360 « )33 


E d Ou hà 
B+ B, m2 
Frye 1 
(Aie . » B, < 1 علاوة على ذلك» نفرض أن ... > ره > ,»» . . . الخ» وأن‎ 
إن الاإمكانيات هى‎ 
. (1,1, 1211101 «(3) = ها‎ ...} :2J ul 
40,13 4425 4B, :32 owl 
(199 (y...) :5J LÀ 
6 (= 3.2.1) وبتركيب هذه الإمكانيات بجميع الطرق الممكنة نجد أن هناك‎ 
تحتوي القائمة التالية على‎ LA زمر غير متماثلة زوجا زوجا يكن لكل منها أن تكون‎ 
هذه الزمر مع لامتغيراتها الأول‎ 


135 تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


A 2 0 © © © 6. (23, 32, 5} 

(23,3,3,5) ,© © ,© © ,© © ,© د رم 
A,-C, 6 ©) © ©, © ©. (2, 22,32, 5)‏ 
C, © C, © ©, {2, 22, 3, 3, 5}‏ © ,© © ,© ديه 
}5 ,37 ,2 ,2 ,2{ ,© © ,© © ,© © ,© © ,0 - ,4 


A,=C,®C,®C,®C,OC,@C,;  (,2,2,3,3,5) 

فى (ARA‏ إن هذا ترميز مختصر › ويعني أن كل ,4 هي مجموع pile‏ لزمر 
جزئية متماثلة مع الزمر المكتوبة,© . 

وللحصول على تفريق يعطينا لامتغيرات الفتل » فإننا نختار من كل مركبة أولية 
مجمعا رتبته أكبر ما يمكن» ثم نقوم بتركيب هذه المجمعات لنحصل على المجمع ذي 
الرتبة الكبرى في تفريق لامتغيرات الفتل ؛ بعد ذلك نختار من كل مركبة أولية مجمعا 
بحيث تلي رتبته الرتبة السابقة المختارة من حيث الكبر (إذا كان يوجد مجمع من هذا 
النمط)» ثم نقوم بتركيب هذه المجمعات» وهلم جرا. 

بالاستناد إلى CYY- A)‏ وبشكل مشابه )3 - CY‏ فإننا نحصل بهذه الطريقة 
على التفريقات التالية حيث لامتغيرات الفتل كما هو معطى : 


A =C, © 0 © ©, - © يب‎ ; 360 
A - 0, © )©, © ©, © C) C, 6C,, ; 3, 120 
4,-C,9(C,9 ©, © C) - C, © © ب‎ ; 2, 180 
A,7(C,9 C) ® (C, ® C, © C) - C, © © : 6, 0 

A. = 0, © C, © (C, © ©, © C) = ©, © C, © Cy ; 2, 2, 90 


A,=C,®(C,®C,) © (C, © ©, © © =C, © ©, © C, ;2,6,30 


٤‏ - المولدات والعلاقات 
إذا أخبرنا ببساطة أن A‏ زمرة إبدالية مولدة بواسطة à, € Al pare k‏ ,... , © فإن 
معلوماتنا عن A‏ تكون قليلة جدا - caus JU‏ إن هذه المعلومات لا تكفى لتعيين 4 تحت 
سقف المائل. فعلى سبيل الخال إشاتمان Up ce‏ تعله فقط أن 4هوروية - 
يمكن AJ‏ أن تكون ذات رتبة لانهائية. أو أن تكون رتبتها أى عدد منته . 


الزمر الإبدالية المولدة نهائيًا YNA‏ 


ما المعلومات الإضافية التي clos‏ إليها حتى نستطيع أن نصف تماما زمرة إبدالية , 
مولدة بعناصر معطاة © .... OVI Sa,‏ إن المعلومات المتوافرة لدينا تخبرنا أنه يكن 
التعبير عن أي عنصر فی 4 بالشكل Lt > En a,‏ ع un‏ ولكنها لا تخبرنا متى تمثل 
عبارتان مختلفتان من هذا الشكل نفس العنصر في A‏ أوء بوجه خاص» متى تمثل 
عبارة معطاة العنصر 0 . بالطبع . ol‏ عبارتين En a‏ و OEE Enta;‏ نفس العنصر في 
A‏ إذا وفقط إذا كان الفرق X(n; - nj la;‏ يمثل العنصر 0 . 

e$ pus. ol العنصر0.‎ E التي‎ En, a, نحتاج إلى معرفة العبارات‎ «Q9» 
نحتاج إلى معرفة «العلاقات» المتحققة بين المولدات . إذا كتبنا قائمة تامة بجميع‎ 
تماما - من‎ A العلاقات ؛ أي قائمة بالعبارات التي تمثل الصفرء فإننا نستطيع أن نعين‎ 
وتنتمي عبارتان‎ cl ball على أنه فصل من‎ A في‎ pate لمكن أن ننظر إلى كل‎ 
إذا وفقط إذا كان الفرق بينهما‎ CA إلى نفس الفصل (أو تمثل عبارتان نفس العنصر في‎ 
عبارة من عبارات القائمة التي تمثل العنصر 0 . عندئذ» نستطيع أن نجمع الفصول عن‎ 
. طريق جمع ممثلاتها‎ 

o] «dili على سيل‎ 

< لكل / C= > a: 6na = 0 «n E‏ 
(نقرأالطرف الأيمن كما يلى: الزمرة الإبدالية المولدة به والمحققة للعلاقات 
.(6na = 0‏ فى Ob C, s a OLS 151 (dat!‏ العبارة ma‏ تمثل الصفر إذا وفقط إذا 
كان 6|717 . JL‏ إن 
< لكل C, C,-«a,b:2ma + 5nb = 0.m,n e £L‏ 

فى الحقيقة » ]13 كانت زمرة إبدالية مجموعا مباشرا لزمرة جزئية 93032 رتبتها 
2 مولدة ب ca‏ وزمرة جزئية دوروية رتبتها 5 مولدة ب5 فإن العبارة Ka + Ib‏ نمثل 
العنصر 0 إذا وفقط إذا كان 2|6 و /|5. 

فى هذين المثالين» لاحظ أنه يمكننا أن نختصر الوصف وذلك OL‏ نكتب 

C,6C,-«a b:2a-25b-0»,C,-«a:6a-0» - 

فى all‏ إذا كان 0 = 6na = 0 ob «6a‏ لكل عدد صحيح cn‏ وإذا کان 

5b = 0‏ = 24 فإن 0 = 2ma + Snb‏ لجميع الأعداد الصحيحة on om‏ في حالة من 


TYT‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


هذا النمط» فإنه يجب أن نأخذ العبارات التي تمثل الصفر على أنها التركيبات الخطية 
من العبارات المعطاة فقط (التى تمثل الصفر بالضرورة) . 

يوجد عائقان أمام هذه المقاربة . أولاء ما هذه «العبارات»؟ يبدو أن هذه العبارات 
يجب أن تكون عناصر في A‏ ولكنها ليست كذلك؛ GY‏ من المفروض أن تستطيع 
عبارتان مختلفتان «تمثيل» نفس العنصر . ثانياء ماذا يحدث عندما نحاول إنشاء زمرة 
مولدة de part‏ معطاة من العناصر Gat‏ علاقات معطاة» بدلا من تعيين علاقات زمرة 
معروفة؟ فمثلاء ما معنى <0 = 4-75 = 38 + 24 : 5 «a,‏ = 8؟ إذا حاولنا أن JH‏ 
هذه الزمرة على أنها مؤلفة من «فصول عبارات» na + mb‏ وأن عبارتين تنتميان إلى 
نفس الفصل إذا وفقط إذا كان الفرق بينهما تر كيبا خطيا من 2a + 3b‏ و Ub «a - 7b‏ 
سنواجه مسألة إثبات أن جمع الفصول عن طريق جمع مثلاتها جمع حسن التعريف . 

لحسن call‏ توجد مقاربة مقنعة ورائعة للمسألة كلها . واضعين نصب أعيننا 
تصورنا للزمرة B‏ المعطاة أعلاه» فإننا نفرض أن F‏ زمرة إبدالية حرة أساسها y)‏ ,1) . 
عندئد» يوجد تشاكل ace €: FOB ple‏ ج :وم ج ر. إن -» = 35 + 2a‏ 
Tb = 0‏ تعنى أن العناصر Jy‏ + ×2 و x - 7y‏ تنتمي إلى kere‏ كذلك إن الفكرة التي 
تفيد ob‏ العبارات الوحيدة التي من المفروض أن Jet‏ الصفر هي العبارات na + mb‏ 
التي يكن كتابتها كتركيبات خطية من «a - 7b 52a + 3b‏ تعنى بلغة دقيقة أن kere‏ 
تتألف بالضبط من التركيبات الخطية المكونة من By‏ + ×2 و ox - 7y‏ بكلمات أخرى إن 
هذه العناصر تولد .ker£‏ إن هذا يضع الأمور على أساس مضبوط ويبين UJ‏ كيف 
نعرف» بطريقة مضبوطة » ما معنى تمثيل زمرة إبدالية بواسطة مولدات وعلاقات . 


(VM)‏ تعريف 

لحك زهرة BI pe ASG‏ بواسظة $ عقصيرا هدب #وافرهر إن 

altel تكتون المركبات‎ tao S عديدا من النوع‎ f هي‎ Fig eet) (P= 1B 
: (representation) صحيحة . نقول إن 4 لها التمثيل‎ 


TIT الزمر الإبدالية المولدة نهائيًا‎ 
v coit, Ds a; 20, i=1,2,. 


أو نقول إن A‏ مولدة بواسطة eo (generated by)‏ ,4 وتحقق العلاقات ا معرفة 


5 
lll aas 15] > ri a; ح‎ 0 (i a NN f) (defining relations) 
j=l 


LIL 8,5; F cob LIS‏ > 8 زتقها LLLI (f, f YOU es‏ لهاء ركان 
ع هو التشاكل الغامر الوحيد A‏ ج 1 بحيث ,4 = 1l. s IAF)‏ دون ker£ OL‏ 


5 
. + التى عددها‎ V ri f ز‎ (i= 1. .... t) مولدة بالعناصر‎ 
| 


ملاحظات 

}= فى الحقيقة » لكى يتحقق الشرط المذكور أعلاه» فإنه يكفي أن يتحقق لأساس 
deda‏ لزمرة إيفالية cial ga y‏ لرؤية US‏ تقر o‏ أن( FJ PLA,‏ 
col,‏ هو التشاكل الغامر الذي يرسل كل f,‏ إلى a,‏ » وأن kere = K‏ مولدة 


E] 
زمرة إبدالية حرة أساسها‎ F' لتكن‎ . ١7: f (i=l, ..., t) بواسطة العناصر‎ 
j=] 


e a SN 77 هر التشاكل الغامر الذي يرسل كل‎ e وليكن‎ (ft ..., fo} 
0(f;)- Fj ج ۴ المعرف بواسطة‎ ۴٠ نواته هی . إذا كان م هو التماثل‎ 
وبالتالي‎ {0} = AK) = ع‎ WK) إذن‎ .e- ع‎ dob y= وکان 7م‎ i لكل‎ 
= év(K')co(K) o3 .v(K')c K با مل إن‎ t 6(K)c K' op 


(Zr; f jam y إن العناصر‎ «o3! فإننا نحصل على المساواة.‎ plik s 


Ks 
هي ۲ عديدا من النوع 5 بحيث تكون‎ (E. —— r) ینتج أنه إذا كانت‎ LOYI — f 


المركبات أعدادا ممعت A Lo‏ معطأة e‏ فإنه تو جد زمرة مولدة بواسطة il ware S‏ 
p‏ العالاقات المعر 43 المعينة بو اسطة هله العديدات التي كيو من T e‏ في 


Y‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


N وإذا جعلنا‎ cf ..., f أساسها‎ F إذا أخذنا زمرة إبدالية حرة‎ cal 
FIN فإنه يكون لزمرة القسمة‎ Lr f, ترمز إلى الزمرة الجزئية المولدة بالعناصر‎ 
التشاكل‎ Oly FIN تولد‎ F, +N التمثيل المطلوب . فى الحقيقة» إن العناصر‎ 
مولدة بالعناصر‎ N حيث‎ skerv = N وإن‎ f, +N إلى‎ f, يرسل كل‎ v الطبيعى‎ 
LEY من‎ ella p SS Er, f, 

- لاحظ أننا لم نعرف «الزمرة! المولدة بعناصر معطاة والمحققة لعلاقات معرفة: 
ولكننا عرفنا «الزمرة الإبدالية» المولدة هكذا: نفرض أننا نفهم ضمنا أن قانون 
الإبدال متحقق . سوف لا نهتم بالزمر غير الإبدالية فى هذا الكتاب . 
كما هو متوقع » فإن النتيجة التالية تبين أن الزمرة الإبدالية المولدة بمجموعة معطاة 

مكونة من S‏ عنصرا والمحققة لعلاقات معرفة معطاة هي - بمعنى ما - «أكبر» زمرة إبدالية 

کن توليدها مسموعة من poliall‏ عددها فا بسيث تحقق العتاصر العلاقات المعطاة. 

فعلى سبيل C OU‏ إن الزمرة C,‏ مولدة بعنصر واحد © يحقق العلاقة 0 = «6a‏ ولكن 

هذه ليست Be‏ معرفة فى هذه الحالة . 


)/-٠(‏ مأخوذة 


5 
B SJ, 3 A =< a), — a,: > rja; =0 MIL gos tS s x] 
ادر‎ 


KJ 
X rjb; =0 علاوة على ذلك» اقفر ض أن‎ b, .... Dell زمرة إبدالية مولدة‎ 
j=l 
dm 1, .... لكل ؟‎ u(a) = b بحيث‎ Wi ADB ple BUS عندئذ » يوجد‎ i لكل‎ 


البرهان 

لتكن ۴ زمرة إبدالية حرة أساسها Ay ..., f‏ لیکن A‏ 2 ۴ :ع هو التشاكل 
الغامر الوحيد الذي SiS s) Gey‏ 1),ه = c&f)‏ وليكن 8 ج ۴ :م هو التشاكل 
الغامر الو حيد الذي يحقق f) = b.(1 > 1 > s)‏ . بالاستناد إلى )4-0( و )٠١-٥(‏ 


Y | Q cu الابدالية المولدة‎ j^ p 


فإنه يوجد Fikere > A |U‏ : .ل بحيث» = Av‏ حيث ١‏ هو التشاكل الطبيعي . 

PO ومن الفرض‎ kered y Er, f. وبالاستناد إلى التعريف. فإن العناصر‎ col 

ترسل جميع هذه العناصر إلى الصفر . إذن Ker 2 kere‏ . ومن )4-0( ينتج أنه 

ob «ure . y= 27 :ا بحيث 0 = ۷لم . لیکن‎ Flkere ب‎ B يوجد تشاكل‎ 
Va) = ef.) = WF) = uf) = WF) =b, 

وبالتالي فإن V‏ هو التطبيق ١‏ 






F/kere 


e‏ — حساب اللامتغيرات من التمنيلات 
فى هذه المرحلةء من الطبيعى أن نطرح المسألة التالية : إذا أعطينا زمرة إبدالية A‏ 
بدلالة تمثيل بواسطة «المولدات والعلاقات»؛ فماذا نستطيع أن نقول عن بنية fA‏ على 
مسا الال > هل نستطيع أن نعين لامتغيرات الفتل والرتبة ا حرة من الفتل ل ل A‏ إذا كان 
لدينا زمرة» فمن الممكن أن تكون لها غثيلات مختلفة 4 ل س ol ue «SUM‏ 
Je = OC‏ 
<a, b: 2a= 3b=0> y <a2:6a=0>‏ 
OS‏ لزمرة دوروية رتبتها 6. غالبا ما نهتم بمعرفة فيما إذا كان تمثيلان معطيان يعينان 
زمرتين متماثلتين el‏ لاء وإذا كنا نستطيع الحصول على لامتغيرات زمرة ما من SAE‏ 
ماء فإننا نستطيع بالتأكيد أن نصل إلى تلك المعرفة . 


لتكن 


Å =< lj, ..., a: a =0 vist. a 


ciae‏ إن FIN‏ = ۸ ۴ زمرة إندالية N sf, ss feli‏ مولد: 
بالعتاصر Er, f‏ إذا كنا نستطيع habal UGG‏ ل س Vsus FAUT.‏ 


YI‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


N = Z(d fi) 6٠٠١© def)‏ لأعداد صحيحة مناسبة ,4 | di | ٠٠١‏ (من الممكن 
أن نفرض أنها غير سالبة)» فإن نتائج البند الأول من الفصل الثامن تخبرنا أن FIN‏ 
مجموع مباشر لزمر دوروية رتبها d‏ ,... .,4. إذا حذفنا الأعداد التى تساوي 1 من هذه 
المتتالية» فإننا نحصل على متتالية عوامل لامتغيرة ل ۴/۸ € إن عدد الأصفار في هذه 
المتنالية هو الرتبة الحرة من الفتل o] FINS‏ العناصر الابتدائية غير الصفرية فى هذه 
المتتالية» تكون متتالية لامتغيرات فتل FINS‏ (وبالتالي ل 4 ) . 
الآ كانت Lbs aaa n, = Er f, ouai‏ فإنها 455 o‏ اساسا (NS‏ 


بر "ار 


وبالتالي فإن نتائج البند الثالث من الفصل السابع تخبرنا BL‏ نعمل . نفرض أن 
(r,)‏ = #مصغوفة الأساس {nr}‏ بالنسبة إلى CC‏ ثم JÈ‏ مصفوفتين X‏ و Y‏ قابلتين 
للانعكاس على 7 بحيث X RY‏ مصفوفة عوامل لامتغيرة ل cR‏ ثم نستخدم Y 5X‏ 
لتعين الأساسين الحديدين فى N s F‏ على cud yi‏ 

في taal‏ إن ai Natl‏ تعمل gm‏ قن Silo‏ العناضر idis abn,‏ 
خطيا. لرؤية ذلك» نفرض يبساطة أن (n, n)‏ تولد «N‏ وأن Y = (y)‏ مصفوفة 


قابلة للانعكاس من النوع ۲ tX‏ على 7 وأن ni Yon‏ لكل ... . إذا 


y^ — (Su) esis‏ »فال 
LY i 7 Pm DY j; Yki tg = Xy, j ie YO, HEC 8‏ 
إذن» فإن الزمرة الحزئية (أو الحلقية الحزئية على (Z‏ المولدة بالعناصر nj‏ نحتوي على 
العناصر 7 وبالتالى Nig‏ 
في الحالة العامة نفرض أن R = (r,)‏ مصفوفة المجموعة (n)‏ بالنسبة إلى 
3 حيث ۸ من النوع 7 6< 5. وبالاستناد إلى ١٠١ - V)‏ ) فإنه توجد مصفوفة X = (x)‏ 
ALL‏ للانعكاس من النوع S‏ × على ۸ كما توجد مصفوفة Y = (y,)‏ قابلة للانعكاس 


3*4 RY = diag(d,, "ms d.) 


الزمر الوبدالية المولدة نهائيًا 1¥ 


حيث di | | dulu = mings, n)‏ . علاوة على وجود × و ۲ فإنه توجد لدينا طريقة 
a 5 Y 5X 5o y An a‏ 


5 
f= Mx; gal, مس‎ s] 
j=l 


E aas 
n; — 


M- 


Eel, — t )‏ زز( 
l‏ 


J 
eS el الملا حظة المذكورة‎ - stew ل ^ ويال‎ ll tit re f oU عندئد»‎ 
. مباشرة‎ (A7 V) بالاستناد إلى الحجة التى تسبق التعريف‎ NUS nj, ..., nr) فإن‎ 


فإن مصفوفة المجموعة (nj)‏ بالنسبة إلى {F5}‏ هى COM. diag(d, ..., d)‏ ندرس 
خالعين هما کک ٤و E‏ و 


الحالة الأولى 
نشوضن أن ni =d; f; 3u = tol EARE” Ss‏ لكل ,£ ا = . Vs}‏ 


نحصل على 
N = U(d, (© -8 Ha, fi) - Uad, fi) © ٠-١ © Ud, f)‏ 


حيث نعرف 0 = 0 = = JE s‏ قاقد نحصل على متتالية من العوامل اللامتغيرة 
FIN J‏ بواسطة حذف العناصر الابتدائية التي تساوي 1 من d,,.... dy 0, ..., OSDL‏ 


: (5 - ! عدذ الأصفار هو‎ dom) 


الجالة الثانية 

: E ranis ; F2 pro xc de Mid E cocos ! 2 x. RR 

obi2lL..sS)n-d;f;olu-soU (ie . 5 > نمرض أل‎ 
Qs Mats العقاضر امه‎ ile حكن‎ Ue gos لكل‎ 0 


Ff 


. ۴/۸ لنحصل على متتالية من العوامل اللامتغيرة ل‎ d,, .... d, 


YTA‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


(O3)‏ ]15 كانت لدينا زمرة إبدالية ate‏ بعدد منته من المولدات والعلاقات فإنه 
يو جد مخطط منتظم لحساب لامتغيرات الفتل والرتبة ا حرة من الفتل لتلك الزمرة بعدد 
منته من الخطوات . ويسمى المخطط من هذا النمط «خوارزمية» (algorithm)‏ . إن 
الموقف بالنسبة إلى الزمر الإبدالية مغاير تغايرا لافتا للنظر للموقف بالنسبة إلى الزمر 
العامة - نعلم أنه إذا كانت لدينا زمرة (غير إبدالية) ممثلة بعدد منته من المولدات 
والعلاقات» فإنه لا يكن أن توجد خوارزمية تقرر بعدد منته من الخطوات فيما إذا 
كانت تلك الزمرة زمرة الوحدة pl‏ لا. 


أمثلة محلو لة 
15- أو سيد JI‏ 43 الحرة من الفتل ولامتغيرات الفتل ل JI yl qe‏ 
«a, b:2a + 36 = a - 70 = 0 <‏ = 8 التى ذكرت أعلاه. إن امصفوفة 


العللاقات» هنا هي 
J‏ 2 
7- 3 


2 4 I d 5 x |I D 
3 —] -7 3 0 17 B Ly 
إن الرتبة الحرة من الفتل هي 0 ويوجد لامتغير فتل‎ Bat GC eC. o3 


ANS الفا ولامشغيرات التهل للزسةة‎ et SIL Nae yl عد‎ 
C=<4.b.ciat+b+c=3a+6+5¢=0> 
إن مصفوفة العلاقات هي‎ «OVI 
3 | 3| E gl | 0 
| 1| 0و‎ 2 — |0 -2| — 10 2 
5 o 2 0 2 0 0 


الزمر الإبدالية المولدة Clg‏ 5145 


لاحظ أننا فى الحالة + < ء. إذن. إن متتالية من العوامل اللامتغيرة ل C‏ هي 
0 ؛ إذن ,© © C=C,‏ وبالتالى فإن الرتبة الحرة من الفتل ل © هي 1. 
ويوجد لامتغير فتل واحد هو 2 . 

أوجد تفريقا مباشرا من النمط المذكور فى )١-٠١(‏ للزمرة الإبدالية 

A=<a,b,c:7a+4b+c= 8a + 5b + 2c 29a + 6b + 3c = 0 < 
إن مصفوفة العلاقات هنا هي‎ 


7 8 9] 
R=|4 5 6 
| 8 5 


وبالصدفة فإننا قد اختزلنا هذه المصفوفة فى نهاية الفصل السابع . إن العوامل 
اللامتغيرة لهذه المصفوفة هى 0 ,3 ,1» وبالتالي فإن زمرتنا هي ,© © ,€ . 
ولكن هذه المعلومات لا تخبرنا كيف نحصل على «الزمر الحزئية» الحقيقية في 
4 التى تعطى مثل هذا التفريق . ويمكن إيجاد هذه الزمر الجزئية كما هو مبين في 
الفق A i s‏ ۰ 

لتكن F‏ زمرة إبدالية s‏ أساسها (2 «c, y,‏ لیکن £ هو التشاكل الغامر 
الذى يرسل b, z o c‏ ج x 2 a, y‏ ولتكن „N = kere‏ عندئد» obi‏ العناصر 
8x + 5y + 22 , 9x + Gy  3z‏ , ج + N JJ 5 7x + Ay‏ وإن مصفوفة هذه 
العتاضر (o y, z ١ Saul‏ هي المصفوفة ۸ المذكورة oel‏ إذا كانت كل 
مع LEE E o a Py‏ شر Bp sc‏ بسية 
U-! RY = diag(1, 3, 0)‏ وكان (x^, y', z'‏ أساس SUF‏ مصفو فته بالنسبة 
إلى dx, y, z)‏ هى U‏ فإنناء بالاستناد إلى الخلفيات العامة للبند الثالث من الفصل 
السابع . نعلم أن < N => × < © «3y‏ (حيث نستخدم < 8 > للدلالة على 
الزمرة المولدة بالمجموعة CS‏ وذلك بدلا من ۸8 ). إذن» FINO‏ هى المجموع 
المباشر لزمرة دوروية رتبتها 3 مولدة بالعنصر y tN‏ وزمرة لانهائية مولدة 
بالعنصر COMI z^ N‏ نعتبر الرسم التخطيطى 


ips‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 





FIN 


حيث v‏ التشاكل الطبيعي و ۷ التماثل الوحيد الذي يجعل الرسم التخطيطي إبداليا . 
OD c pU volle‏ 4 هي المجموع المباشر لزمرة دوروية رتبتها 3 مولدة بالعنصر 
V (y+ N)e vv(y')- ely)‏ وزمرة دوروية لانهائية مولدة بالعنصر LEZ)‏ 
إذن نحتاج إلى أن نجد المصفوفة 17 . إن U^‏ هى المصفوفة X‏ المعطاة فى نهاية 
الفصل السابع . بدلا من حساب X"‏ مباشرة» فإننا نذكر أنه قد تم الحصول على X‏ 
بواسطة تطبيق متتالية من العمليات الصفية على ,1 . إذن يكن الحصول على X!‏ عن 
طريق تطبيق معكوس كل من هذه العمليات بالترتيب العكسي على ,1 . إن معكوس 
R, - c۸, 9 R + cR,‏ (نستخدم الترميز الموجود في نهاية الفصل السابع ) ومعكوس 
ROR,‏ هو نفسە ,۸ RO‏ ومعکوس ٤۸,‏ هو WIR,‏ عندئدذ e‏ باستتخدام هذه العمليات 


نحصل على 


7 2 I| 
5x". 4 1 8 

0 0 |1 
إذنء فان × gn x^ 7x + dy -z,y-2x*y,z—-‏ اعباس «wo "Ls F‏ وان 
.a&y) = 26 b, &z)-a‏ إذن < ۾ > © < م + 24 > = A‏ حيث الزمرة الحزئية 
الأولى دوروية رتبتها 3 والثانية دوروية لانهائية . إن زمرة الفتل الجزئية في ۸ هي 
b»‏ + 24 >» ورغم أنه يكن تمثيلها بمولد مختلف cle)‏ سبيل (4a + 2b JUL‏ 
فإنها كزمرة جزئية» معينة بشكل وحيد في أي تفريق من هذا النمط . وبشكل مغاير 
eS‏ العذية الفقل ليست ما ee‏ ويد اال ان 
«A = > 24 + b < © > 3a + b>‏ وواضح أن المركبة الثانية مختلفة عن < © > . 


TY sks بدالية المولدة‎ NT الزمر‎ 


تمارين على الفصل العاشر 

صنف الزمر الإبدالية التي رتبها هي )1( 40( (ب) 136« (ج) 1080 و (د) 
1001 . بكلمات أخرى» لكل من الرتب المعطاة اكتب قائمة تحتوي بالضبط 
على تمثل واحد لكل فصل pE‏ للزمر الإبدالية ذات الرتبة المعطاة. أوجد 
لامتغيرات الفتل واللامتغيرات الأولية لكل من الزمر التى وجدتها . 
أوجد رتبة الزمرة الإبذالية < 0 = <a, b: 34 + 6b = 96 + 24b‏ وأوجد 
لامتغيرات Ead]‏ | لها. 
أوجد الرتبة الحرة من الفتل» ولامتغيرات الفتل للزمرة 

<a, bC: 2a +b = 3a + C= Û >‏ 
لکن »0 = A= <a, b, c : -4a+2b+6c = -6a+2b+6c = 7a+4b+15c‏ 
أثبت أن 12 = |۸| . أوجد عنصرين Vau‏ فى 4 بحيث رتبة 1 هي 2 ورتبة ۷ 
ھی 6و A=<u>O<v>‏ 
اكتب بعض الأمثلة العددية المشابهة للتمارين السابقة إذا كنت تشعر أن ذلك 
ضروري . 
أوجد زمرا جزئية غير قابلة للتفريق بحيث يكون مجموعها المباشر هو الزمرة 
الجمعية ل 2 حيث 252 ,30 ,12 ,10 = on‏ اكتب قائمة مفضلة تحتوى غلى 
pole‏ كل زمرة جزئية واستخدم الترميز 1 - ١‏ ....,1 ,0 (استخدم الأقواس 
المربعة إذا كدت تقففل ذلك) لوق تلك العتاصرء قعلى سبيل JEN‏ 
Z= (0,2, 4} (0,3)‏ إن المأخوذة )١١-۸(‏ سوف تكون مفيدة فى هذا 
الو قف. 
R = (r.) oo‏ مصفوفة قابلة للانعكاس من النوع da Aesxs‏ مادا تستطيع 
أن تقول عن الزمرة 


E 
e. A c '— ER 5 
PE Bis aes a,: ) ra; =0 = a, £2 
j= 


=y 


YYY‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


omo lale s; T. esc —A‏ السك عمد dd‏ صف يبئلية 
a, 5 : r + 15 = sa + ub = 0 <‏ > حيث 6 هو C)‏ (س) 2. (ج) عدد 
n‏ و(د)0. 

Jobi te scu SMe Wyss te =۹‏ ةا 
من الفتل ل 4 هي ؛ - s‏ على الأقل . 

+ لتكن مر إبدالية هة بحي #كون رتب جميع a pole‏ قوی palate‏ 
a‏ أثبت أن |4| قوة للعدد م . 

-١‏ ليكن lose p‏ أوليا ولتكن 4 زمرة دوروية غير تافهة رتبتها قوة للعدد م. أثبت 
أنه يوجد p‏ حلا للمعادلة 0 = px‏ في A‏ أثبت أنه إذا كانت A‏ هي المجموع 
المباشر ل5 زمرة دوروية غير تافهة رتبتها قوة للعددمء فإنه يو جد p*‏ حلا للمعادلة 
px = 0‏ فى A‏ 

-N‏ ليكن K‏ حقلا منتهيا ولتكن K*‏ هي الزمرة الضربية (540. أثبت أن كل مركبة 
أولية ل K*‏ دوروية وذلك عن طريق ترجمة نتيجة التمرين )١١(‏ إلى الترميز 
الضربى . استنتح أن K*‏ دوروية . 

۴ ** - ليكن م عددا أوليا ولتكن 4 زمرة إبدالية منتهية رتبتها قوة للعدد p‏ ولامتغيراتها 
الأولية هى UO S. Sa utu Bag D‏ کن 8 ue $a‏ من A‏ 
أثبت أن B‏ مجموع مباشر لزمر جزئية دوروية رتبها ام ,... ,اأ 
B, S at » B, S... > B,‏ لكل SS i‏ لبعضن B, oll‏ أن تساوى Call‏ 
(إرشاد : استخدم الاستقراء الرياضي على ,2/0 . إن نتيجة التمرين الثاني في 
الفصل التاسع مفيدة هنا) . ماذا تستطيع أن تقول عن العلاقة بين لامتغيرات 
الفتل لزمرة إبدالية منتهية ولامتغيرات الفتل لزمرة جزئية من تلك الزمرة؟ . 


cp 


re oU ga) 


التحويلات الخطيةء المصفوفات والأشكال القانونية 


فى هذا الفصل + نستخدم الرمز ۷ للدلالة على فضاء متجه بعده 0 > Jen‏ حقل ۸ . 
بالاستناد إلى المبادئ البسيطة لنظرية الجبر الخطى . فإننا نعلم أنه إذا كان » تحويلا خطيا 
معطى من ۷ إلى V‏ فإنه يكن تمثيل 0 بمصفوفات كثيرة من النوع 7 × 7 على . في 
ا لحقيقة » لكل اختيار لأساس ل ۷ توجد مصفوفة مقابلة وحيدة (انظر المناقشة في البند 
الثاني من الفصل السابع) . US l|;‏ قى موقف عملي Lib‏ تود آن نعل كيف geli‏ 
أن تخار أماما قحسي نا يديت D SG‏ م فة فی أاسظ cus [RS‏ أو uS,‏ 
أخرى» بحيث تكون مصفوفة » في شكل هو أقرب ما يكن إلى شكل المصفوفة 
JR E ball‏ الفا jn Ble‏ أساسات من هذا التيط , فنرسن LU‏ 
عن طريق جعل V‏ حلقية على K[x]‏ بواسطة » LS)‏ هو مبين في المثال الرابع من البند 
الأول من الفصل الخامس)» وملاحظة أن K[x]‏ حلقة تامة رئيسة» وتطبيق مبرهنات 
التفريق القوية التي حصلنا عليها في الفصل الثامن . إن الحل يقودنا إلى تصنيف العناصر 
© المنتمية End VJ)‏ تحت سقف إحدى علاقات PIKI‏ . 


\ - المصفوفات والتحويلات الخطية 


^ 
جلف‎ | ^ End, V عبت‎ ae End,V وليكن‎ VILLI = (v, v لیکن‎ 


التحويلات الخطية VJ‏ . لتكن la)‏ مصفوفة 0 بالنسبة إلى ا ؛ لقدعرفت هذه المصفوفة 


TTE 


12 تطبيقات على الزمر والمصقوفات 
no‏ 
(vj)= Maj Vj ere. kx HE (1)‏ 0 
pe‏ 


وسوف نستخدم الرمز M(a, v)‏ للدلالة عليها(أي على ((a,)‏ . إذا كانت 
VEE ps es vn]‏ مجموعة جزئية منتهية من ۷ فإننا نستخدم الرمز M(v*, v)‏ 
للدلالة على (by)‏ حيث (by)‏ مصفوفة VE‏ بالنسبة إلى V‏ وهي معرفة بواسطة 


v; = Sd ji Vj Vi — E: sug HI (2) 
از‎ 


لیکن End,V‏ ع «a‏ وليكن كل من ۷ و v*‏ أساسا ل ۷. عندئذ (كما رأينا في 
البند الثاني من الفصل «Go Ul‏ إن العلاقة بين المصفوفة A = M(a, v)‏ والمصفوفة 
A* = 1), v*)‏ تعطى بالمعادلة A* = X AX‏ حيث X = M(v*, v)‏ مصفوفة قابلة 
للانعكاس من النوع n‏ × ۸. بالعكس . ]15 كانت X‏ مصفوفة معطاة من هذا النمط» 
Gab‏ نستطيع أن نستخدم )2( لإنشاء أساس v*‏ ل V‏ بحيث تكون مصفوفته بالنسبة إلى v‏ 
هي X‏ ؛ عندئذ» فإن (ar, v*) = X AX‏ إن هذا يحثنا على إعطاء التعريف التالى : 


(TY)‏ تعريف 

لیکن B € M (K)‏ ,4 . نقول إن 4 مشابهة (similar)‏ ل B‏ إذا وفقط إذا كانت 
توجد مصفوفة ALEX‏ للانعكاس من النوع K Jen xn‏ بحيث B = X'AX‏ . 

يستطيع القارئ أن يرى بسهولة أن التشابه يكون علاقة تكافؤ على .M (K)‏ 
بالاستناد إلى ذلك. فإنه إذا كان © تحويلا خطيا ل ۷ وكانت مصفوفته بالنسبة إلى 
أساس معين Y‏ هی ۸ء فإن المصفوفات الكثيرة التى يكن تمثيل © بها بالنسبة إلى 
OLY‏ الكثيرة ل/اء هن aaa‏ الملسفوفات المشابهة ل ف o‏ فالسألة الغ 
ذكرناها فى المقدمة تكافيء JLA‏ التالىة: ۰ 

cats 131‏ 4 مصفوفة معطاة من النوع 7 على K‏ قاو سيل مصعو 49 A‏ بحيث 
تكون Old‏ شكل بسيط ومشابهة ل ۸. وأوجد مصفوفة X‏ قابلة للانعكاس على K‏ 
AX SA" uoo‏ ل 


التحويلات الخطية» المصفوفات والأشكال القانونية YYo‏ 


فى الحقيقة» افرض أنه قد تم حل المسألة الأصلية المتعلقة بإيجاد أساس حسن 
بالنسبة إلى تشاكل داخلى» وافرض أن A‏ مصفوفة معطاة من النوع ۸ × ۸ على K‏ 
ياستخدام )1( فإننا A ad‏ تعمل كتشاكل داخلي » لفضاء متجه V‏ بالنسبة إلى أساس 
ا حيث ۷ نغوذج أصلي clad‏ متجه بعده JG isle) n‏ الفضاء K"‏ الذي يتكون من 
العديدات من النوع ۸ التي عناصرها تنتمي إلى K‏ ونأخذ الأساس OF‏ .... .,6) 
حيث » هو المتجه الذي يتكون من 1 في ا مكان ذي الرقم: ومن 0 في الأماكن الأخرى) . 
c Jine‏ إن الحل الذي تم الوصول إليه يخبرنا عن الكيفية التي يجب أن نختار بها أساسا 
ل۷ بحيث يكون شكل M(a, v*)‏ هو الشكل البسيط المطلوب . ولكن 
(X = M(v*, v) ea M(a, v*) = X" AX‏ وبالتالى فإننا نکون قد وصلنا إلى حل 
المسألة الثانية . وإذا ناقشنا فى الاتجاه العكسىء فإننا نجد أنه إذا حلت المسألة الثانية فإننا 
نستطيع أن نحل المسألة التي بدأنا بها . ۰ 

إن المسألة الثانية مهمة في كثير من مجالات الرياضيات البحتة والتطبيقية . 
سنكتفي هنا بذكر موقف يظهر في نظرية الزمر . لتكن GLK)‏ = 6 الزمرة الضربية 
المكونة من جميع المصفوفات القابلة للانعكاس من النوع nx n‏ على K‏ - يمكن النظر 
إلى هذه الزمرة على أنها زمرة عناصر الوحدة فى LM (K)‏ عندئذ» يكون عنصران في 
yep ze 6‏ إذا وفقط ]15 ATLL cde 13) TH) B, didis cp prs IS‏ 
فإننا نستطيع أن نجد في كل فصل ترافق ل © مصفوفة ذات شكل بسيط» وبالتالي p‏ 
نحصل على معلومات حول فصول الترافق ل 6» وفي الحقيقة نحصل على تصنيف 
لفصول الترافق . إن هذه المعلومات مهمة في موضوعات كثيرة وبوجه خاص في نظرية 


ثيل الزمر . 





Y‏ — الفضاءات الجزئية اللامتغيرة 
سق أن ذكرنا الفضاءات الحزئية اللامتغيرة فى المثال الأول فى البند الثاني من 
الفصل الخامس Si.‏ بأنه إذا كان «V sure Lab UIS, cd End, V‏ فان U‏ 
فضاء جا ئى لامتغير بالنسبة إلى ٠‏ إذا كان يحقق الشرظ Xs 0] ..2/( CU‏ 
الفضاءات AS LI‏ اللامتغيرة وثيقة الضلة بالمسألة التي نعالجها وذلك للسبب الثالي : 


۹ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


)۲-١١(‏ مأخوذة 
لیکن a > End V‏ وافرض أن ,۷ © ... © tae V = V,‏ ,۷ لامتغير بالنسية 


kK . 
e دن‎ | Jv? uio ا‎ k لبلالكل‎ Lv لیکن‎ Li Js aL ul 
i=] 


v Ob‏ أساس VI‏ وإن Mla, v)‏ تكون من الشكل 





حيث القطاعات A. (blocks)‏ موضوعة قطريا A; = Maly m),‏ »> وحيث جميع 
عناصر 4 التي تقع حارج القطاعات A,‏ تساوى الصفر . إن ,4 مصفوفة من النوع 
.n, = dimV, cn xn‏ 

بالعكس » ]1 كانت مصفوفة 0 بالنسبة إلى أساس AVIV‏ من الشكل 
الموصوف أعلاه» فإن V‏ ينشط ركمجموع مباشر لفضاءات جزئية لامتغيرة بالنسبة إلى 
0 عددها ck‏ وذلك كما هو موصوف ore!‏ 





QUA pl 

نفرض أن القارئ حسن الاطلاع على المجموع المباشر للفضاءات الجزئية . 
وعلى أى Sle‏ إن هذا ليس إلا المجموع المباشر لحلقيات جزئية على K‏ إذا نظرنا إلى 
V‏ على أنه حلقية على . 

j = ۸ = dimV < j - ر حي ث0‎ = lv ua 59 Vi eee 
فإنه یکن‎ VE EV, با آن‎ .v = (v. v JOB ue fj, 7 n; = dimV, و‎ 
dike .x, EV وت اكيت‎ c.c x, على الشكل‎ x © V pare التعبير عن أى‎ 
۲ وبالتالي فإنه يمكن التعبير عن‎ cV pole يمكن التعبير عن ,× كتركيب خطي من‎ 


التحويلاات الخطية؛ المصفوفات والأشكال القانونية YYV‏ 


n E. 
A حیث ۸ ء‎ YA; كت ركيب خطى من عناصر من ءل = ۷ . إذا كان 0= ره‎ 
j=l I=] 

فإننا نحصل عندئذ على 0 = y, + ... y,‏ حيث مجمع y= EA v‏ من 1 jat‏ = [ إلى 

OB مباشرء‎ V, © ... OV, على عناصر أساس ,۷ . با أن المجموع‎ asd أي‎ ij, 

jp +1Sfsj, فهن0- ,2 لكل‎ VI LÀ vo وها أن‎ . 1 SiSk [Sy 0 
VS أساس‎ vol إذنء‎ J لكل‎ Jibs 

افرض أن ركرك 1 + cue jf‏ إن ٤ V‏ ,۷ وبالتالى alv) e V, Ob‏ . إذنء 


Fl 
Ya 2 0 حيث‎ 0 (v;)= *a; vi أي أن‎ tV pols تر کیب خطى من‎ av) oU 
l=] 


إذا كان SIS;‏ 1 + ز. إذن» إذا كانت OWA = M(a, v)‏ العناصر غير الصفرية التي 
يكن أن تظهر فى الأعمدة ,ز,... ,1 + زفي VA‏ بد لها أن تظهر في الصفوف 
تر,... ,1 + cj,‏ وبالتالى فإننا نحصل على قطاع ,4 كما هو موصوف. واضح أن A,‏ 
مصفوفة o],‏ بالنسبة إلى v?‏ حيث aj,‏ هو اقتصار © على A Oly KV‏ من النوع 
A,X A,‏ 


نترك للقارئ إثبات العكس » ويمكنه أن يفعل ذلك عن طريق عكس الحجة السابقة . 


LV ع‎ V, 9... OV, ec V o^ حركية‎ leas V,. V uS -! 
كان‎ Ibl : ع © كما يلى‎ End Vi pas نعرف‎ End, V, og عنضر‎ aL افرض أن‎ 
V. يعين العناصر‎ vol ولاحظ‎ v. E V حيث‎ ۷ = MUT 1 tv نا فاكتب‎ € ۷ 
بواسطة‎ AV) بشكل وحيد ثم عرف‎ 

av) = G UE tee: HF a (v,) 

يستطيع القارئ أن يتحقق بسهولة من أن 0 تحويل خطي ل ۷ ؛ يسمى :0 
) المجموع المباشر (direct sum) t‏ ل a,‏ مد ةا An 0... 6 A css‏ 
إذن» الترميز ,» ® ... ® » = a‏ سوف يقتضي دائما أن a‏ تحويل خطي لفضاء 
حرفي لاعن 017 ‘VeV ©... 8 V, ol‏ 


YYA‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


Y‏ - إن المصموفة SIA‏ تكون من الشكل المعطى فى C(Y7Y V)‏ تسمى «المجموع 
القطري» (diagonal sum)‏ للمصفوفات A,‏ وتكتب A, © ... © A,‏ - 4 . 


إن الملأخوذة )۲-١١(‏ تظهر التقابل بين تفريقات © كمجموع مباشر غير تافه 
لتحويلات خطية لفضاءات جزئية من V‏ ومصفوفات 0 التي هي مجموع قطري غير 
تافه لمصفوفات أصغر . 


K[x] كحلقية على‎ ۷ - Y 

لقد شرحنا شرحا مطولا في السابق كيف V fat‏ حلقية على K[x]‏ بواسطة :0 
حيث 0 تحويل خطي معطى ل ۷ (انظر المثال الرابع في البند الأول من الفصل الخامس). 
ادا كان f = a + aX + ... + a,x € K[x]‏ و۷ ع ذا فإن f۷‏ يعرف بواسطة 

fv = f(a)(v) = a,v +a Qv) +... +a œv) 

وكما لاحظناء إن الاختيارات المختلفة د» تقابل بنى مختلفة J‏ ۷ كحلقية على RIX]‏ 
ولكننا سوف نتعامل مع عنصر ثابت :© طوال هذه الدراسة . 

علاوة على ذلك e‏ إن الحلقيات الجزئية على K[x]‏ فى V‏ هى بالضبط الفضاءات 
الجزئية اللامتغيرة في ۷ (انظر المثال الخامس فى البند الغائى من الفصل الخامس). 
إذن» إن تفريقا د ۷ كمجموع مباشر من الحلقيات الجزئية على Kla]‏ هو نفس الشيء 
aS‏ قرا كمجموع مباشر من الفضاءات الحزئية اللامتغيرة بالنسبة إلى ٠»‏ ويمكن 
أن نحصل على مثل هذه التفريقات عن طريق استخدام نتائج الفصل الثامن وذلك 
بعد ملاحظة أن V‏ حلقية مولدة نهائيا على .K]×[‏ ومع ذلك» فإننا سوف نهتم في 
LSI‏ ببعض خواص K[x]‏ التى تجعل التعامل مع هذه الحلقة الطف من التعامل مع 
حلقة تامة رئيسة ble‏ أو حتى مع حلقة إقليدية عامة . 


بالطبع » نستطيع أيضا النظر إلى ۷ على أنه حلقية على ۸. ومع ذلك فإنه من 
المناسب أن نواصل استخدام المصطلح «فضاء متجه' للدلالة على بنية V‏ كفضاء متجه 
عادي وأن نحتفظ بالمصطلح «حلقية» للدلالة على بنية V‏ كحلقية على K[x]‏ التى قد 
تكلمنا عنها أغلاه . 


(YN)‏ تعريف 
5l‏ كانت f € K[x]‏ كثيرة حدود غير صفرية » فإننا نقول إن f‏ واحدية (monic)‏ 
إذا كان معاملها الأعلى يساوي 1؛ أي أن f‏ تأخذ الشكل 
Fa HODE "HF (a6 K, r20)‏ 
Y)‏ —£( مأخوذة 
إن أية كثيرة حدود غير صفرية في K[x]‏ تتشارك م ع كثيرة حدود واحدية وحيدة . 
وج کاس إن كرات SOUSA bind Magid‏ ن ف ار . 


البرهان 

esl ole ob Sib‏ فى Lasley «K* pole, AKI]‏ یشار إلى هده 
العناصر على OLLI GT‏ غير الصفرية أو الثوابت غير الصفرية . إذن» تكون كثيرتا 
حدود قار کن ]13 وفقط o‏ ”داعسا e Lia‏ سلما قير مقر SPN‏ 
إذا كانت كل واحدة من كثيرتي الحدود المتكلم عنهما واحدية فإن مقارنة الحد ذي 
الدرجة العليا فى الأولى بالحد ذى الدرجة العليا فى الثانية تعطينا أن السلمى الذى 
لسن دف E 61 055 of Cee‏ 25 د اق LO ena‏ جار de‏ 
ذلك؛ إن كل كثيرة حدود غير صفرية تتشارك مع كثيرة الحدود الواحدية التي نحصل 
عليها عن طريق قسمة كثيرة الحدود المعطاة على معاملها الأعلى . 

تؤدى كثيرات الحدود الواحدية دورا مشابها للدور الذي أدته الأعداد الصحيحة 
الموجبة فى الفصل السابق . لتكن M‏ حلقية على K[x]‏ وليكن om eM‏ وليكن لهو 
مثالی تر تیب 1 ف i dice‏ ما أن K[x]‏ حلقة cau) aol‏ فإنه يو جد f € K[x]‏ بحيث 
J = K[x]f‏ بالاستناد إلى (5-4 GIC‏ فإن العناصر التى یکن توليد ole‏ بالضبط 
العناصر المتشاركة مع RE EPRA R te Sab) 2 (0) OI 13] 6031 f‏ 
مولدة ل ل» وبالتالى فإننا» عند الحديث عن cm & ua‏ نقصد بذلك كثيرة الحدود 
الى m X je Glare o gad hey Va J = COP OLS 13] UT cde Stet‏ إن 
هذا مشابه للموقف الذي ننظر فيه إلى رتبة عنصر في زمرة إبدالية على أنها المولد 
الموجب الوحيد لمثالى ترتيب ذلك العنصر . 


"Y.‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


يما أن K[x]‏ حلقة تامة رئيسة » ob‏ العناصر الأولية فى Kix]‏ هى كثيرات الحدود 
غير القابلة للتحليل ؛ (e‏ اتخاس خي القاركة aladi ually [lead‏ ويكون من 
المناسب غالبا أن نتعامل مع العناصر الواحدية غير القابلة للتحليل» لأنه لا يمكن 
لعنصرين مختلفين من هذا النمط أن يكونا متشاركين . ومن هذا المنظورء فإن العناصر 
الواحدية غير القابلة للتحليل تشابه العناصر الأولية الموجبة فى 2. الآن» يكن أن 
نكتب مبرهنة التحليل الوحيد في KIX‏ بشكل cus gl‏ كما يلى: 

إذا كان f e K[x]‏ ع 0. فإنه يمكن fas‏ على الشكل م ... f = ap,‏ حيث 6 
al‏ غير صقري col S p, polially‏ دود ael y‏ غير قابلة للتحليل و50٣‏ فى 
ثل هذا التحليل: يكون السلمي © وحيد التعيين: وتكون العناصر الواحدية غير لقاب 
للتحليل p,‏ ,... ,جم معينة تحت سقف الترتيب الذي تظهر به . 

قبل Gebel ol‏ مر Soke‏ فق الو جر دوف baal‏ الثامرة على CV‏ سيت 
V‏ حلقية على KIX]‏ فإننا نحتاج إلى التأكد من أن T" V‏ نهائيا . 


(9١-ه)‏ مأخوذة 
إذا استخدمنا الترميز المقدم أعلاه فإن V‏ حلقية فتل مولدة نهائيا على LK [x]‏ 


ols JI 

iie F Makes j| — VF Nm‏ كن v € V mane isl LS‏ على 
الشكل ,24,۷ = ۷ حيث U . 4, € K‏ أننا نستطيع أن ننظر إلى عناصر K‏ على أنها 
كثيرات حدود ثابتة» فإنه یکن النظر إلى v‏ على أنه تركيب خطى من Vy‏ ,... ,۷ حيث 
تنتمي المعاملات إلى KE]‏ وبالتالى v, Ob‏ ,... ,نا تولد V‏ كحلقية على .K[x]‏ 

الآنء ob «dimV = nol‏ العناصر av), ..., a" (v)‏ ,نا (التى عددها 1 (n+‏ 
تكون غير مستقلة خطيا على .K‏ إذن» توجد عناصر T3 ..., 2. EK‏ أحدها على 
الأقل لا يساوى الصفرء بحيث 

bv * b, Av) F ... + b av) =0 


التحويلات الخطية: المصفوفات والأشكال القانونية \ YY‏ 


إذن 0 - fv‏ حيث f‏ كثيرة الحدود غير +b xh wall‏ ... + برط + رط إذن V‏ حلقية 

الآن» نستطيع تطبيق المبرهنة (Y-A)‏ على /1ء ونجد أنه إذا نظرنا إلى V‏ على 
Uil‏ حلقية على CK[x]‏ فإنه يكن التعبير عن V‏ كمجموع مباشر OV,‏ ... © ,۷= ۷ 
حيث كل ,۷ هى حلقية جزئية دوروية غير تافهة مرتبتها d,‏ و Volle . d, |- |ds‏ 
علقية L3‏ فاته tale Uf eli V‏ جزتبة دوروية عدهةالقتل» وبالعالي يكن isl‏ 
كل ,4 على أنها واحدية . با أننا قد فرضنا أن كل V,‏ مختلف عن )0( « فإن كل d,‏ 
مختلف عن . الآن» إن كل V,‏ فضاء جزئي لامتغير بالنسبة إلى © وبالتالي ينتج من 


E o 





V. حت‎ 0 — a 5 NN 68 a oi (Y- ١ 3) 


(NY)‏ تعريف 

ليكن » تحويلا خطيا ل «V‏ ولتكن V‏ حلقية على K[x]‏ بواسطة :0 . نقول إن :0 
دوروي من ال مرتبة f‏ إذا كانت ا حلقية V‏ دوروية من المرتبه f‏ 

نترك دراسة هذا المفهوم بشكل مؤقت» ويمكننا OVI‏ أن نستنتج من المبرهنتين 
(Y-A)‏ و CO-A)‏ ما يلى : 


(V— 3)‏ مبرهنة 

e End Vp‏ ». عندئذ» يكن التعبير عن 0 على الشكل 
(s > 0(0 = €, © ... © ©‏ حيث : 
(i)‏ 0 ويل خحطى دوروي مرتبته كثيرة حدود واحدية غير ابتة cd,‏ 
d fe dd, (ii)‏ .| 

إن «el 22s‏ ا حدود الواحدية الناتجة عن تفريق ل :0 محقق ل (i)‏ و daS (ii)‏ 
معينة بشكل وحيد بواسطة 0 . 

إن النص المتعلق بالوحدانية صحيح» لأن أي تفريق من هذا النمط ل »© يقابل 
شريقا الأمتغير نير الفتل» ل ۷ حيث V‏ حلقية على e JAL . KD]‏ من O E-A)‏ نحصل 


(A- 9)‏ مبرهنة 
لیک Ead V‏ ع :0 . عندئد» يكن التعبير عن » على الشكل 
a= a, © ... © a, (r» 0)‏ حيث كل 0 تحويل خطي دوروي مرتبته قو )0 > qj (s;‏ 
حيث ,4 كثيرة حدود أولية واحدية . 
إن مجموعة القوى الأولية الواحدية الناتجة عن تفريق من هذا النمط ل»» تكون 
معينة بشكل وحيد بواسطة © تحت سقف الترتيب الذي تكتب القوى به . 


إذا نظرنا إلى الفضاء الجزتى V,‏ الذي se‏ » فيه على أنه حلقية على «K[x]‏ فإن 
هذه الحلقية دوروية ومرتبتها قوة عنصر أولي» e JU s‏ بالاستناد إلى (YA-A)‏ 32 
انها غير قابلة للتفريق . (O3)‏ لا يمكن تفريق V,‏ إلى مجموع مباشر لفضاءين غير تافهين 
ولامتغيرين بالنسبة إلى ٠»‏ وبالتالي فإن تفريق » المعطى أعلاه في )۸-١١(‏ هو 
I Ge al)‏ كد (usas‏ الذي يكن J padl‏ عليه . | 

al. FAM الخظى ذورويامن‎ fo pul أنفسنا عن معتى كون‎ JUS (OVI 
الحدودالأصغرية)‎ TT yel Uo anl عن هذا السؤال: فإننانذكر‎ 
. Œ لتحويل خطى‎ (minimal polynomial) 

ليكن }0 = (1)4: J = Ch E KD‏ إذق+ SSI‏ 0 من جمیم gol al‏ 
ax... *a, X e Kix]‏ ره = #3 التى ,0,22 = av +a av) +... +a av)‏ 
لكل v © V‏ يستطيع القارئ أن يثبت بسهولة أن ل مثالي في -K[x]‏ علاوة على ذلك 
Wb‏ ندعى أن( 0) ۶ J‏ في الحقيقة » بالنسبة إلى عملية الجمع وعملية الضرب السلمي 
End, V ob‏ فضاء متجه بعده n?‏ على × . إن أسهل طريقة لرؤية ذلك هي استعخدام 
الحقيقة التي مفادها أن oly (End, V = M. (K)‏ نلاحظ أن M (K)‏ فضاء متجه على K‏ 
اسا 52 n* ys‏ مصفو فة , E,‏ حيث, ,۳ هی geval‏ 43 التي JS ps‏ على | في المكان 
le s, J‏ 0 فى الأماكن ce YI‏ إأنء إن الستاسر Ji 1, Oty.”‏ عددها 
1 +82 تكون غير مستقلة خطيا على × (حيث 1 يرمز إلى التحويل الخطى المحايد)» 


التحويلات الخطية» المصفوفات والأشكال القانونية TY‏ 


JUL,‏ فإنه توجد عناصر مناسبة ca; € K‏ أحدها على الأقل مختلف عن الصفر› 


. حيث 0 يرمز إلى التحويل الصمرى‎ aol + 40: tta, a” md oou 


وبالتالى dg tax ta 2 x” OL‏ کے ة LE adem‏ صعرية تة إلى JS‏ 
عندئذ» نستنتج من الملاحظات التي تلت (E- Y)‏ أنه يوجد مولد واحدي وحيد 
ذل ويسمى هذا المولد كثيرة الحدود الأصغرية ل:0 ونرمز له بالرمز mina‏ . لاحظ أن 

: وأنها معينة بشكل وحيد بواسطة الخواص التالية‎ K[x] كثيرة حدود فى‎ min a 

e(a) = 0 > minalg (i) 
واحدية.‎ 11» (ii) 

ينتج من (1) أنه إذا كانت م كثيرة حدود غير صفرية بحيث 0 = g(a)‏ فإن 
درجتها تكون أكبر من أو تساوى درجة 0 min‏ . إذن» 0 min‏ هي أيضا كثيرة الحدود 
الواحدية الوحيدة ذات الدرجة الصغرى التى تفتى 0 . وبلا te EE‏ قد آلف 
معظم هذه المعلومات التي هي من مبادئ الجبر ا خطي . 


)4-44( مأخوذة 

لیکن End, V‏ ع © . عندئذ» AOL‏ دوروي إذا وفقط إذا کان v E V do jg‏ 
بحيث تكو ن العناصر ... OV), ÈV),‏ ,۷« مولدة ل V‏ (كفضاء متجه). فى تلك ا حالة ؛ 
إن iles V Uy v‏ على Sly Kx]‏ مرتبة »هى ققيرة ال بود الأضغرية AS‏ 


الرهان 

بالطبع « OL J aall ol‏ العناصر 5v, av)...‏ لد V‏ يعني أنه es‏ الل جن JS‏ 
عنصر فى ۷ كتركيس خطى من مجموعة منتهية من هذه العناصر . نفرض أن Q(v),...‏ ,نا 
Vy‏ 3 5 إذاكان ua, a ay) +... ta Q'(v) ob cu € V‏ حي a, € K‏ 
عناصر مناسبة ويمكن لبعضها أن يساوي الصفرء وبالتالي فإن نام = » حيث 
4a, x € K[x]‏ ... + برع + Aes V = Kv Jy vo] cod] .g ea,‏ على 
pol . K[x]‏ « إذا كان V = K[x]v‏ وإذا عكسنا الحجة المستخدمة أعلاه فإننا نجد 
V AJ gi v, av)... ol‏ . 


112 تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


بالاستناد إلى التعريف (١١-1)ء ad‏ أنه IS‏ كانت مرتبة © هى OW f‏ مرتبة ۷ 
هي f‏ حيث ١‏ يولد V‏ كحلقية على [×]۸؛ أي أن رهي المولد الواحدي الوحيد للمثالى 
.o(v)‏ ولكن بالاستناد إلى الملاحظة الثانية التى تلى المبرهنة )١1-5(‏ فإن: ` 

o(v) = {g e K[x] : gV = {0}} = {g € K[x] : g(a) = OF 
وذلك بالاستناد إلى تعريف كثيرة‎ min » هو‎ | JULI وإن المولد الواحدي الوحيد لهذا‎ 
۰ الحدود الأصغرية.‎ 
OY يوضح المثال التالي المفاهيم التى قدمناها حتى‎ 


قال 

لیکن V,‏ فضاء متها ooo‏ 1 على Q‏ وأساسه ( (vy‏ وليكن ,0 هو التحويل 
الخطي الوحيد ل V,‏ الذي يرسل v,‏ إلى ,ا-. واضح أن V,‏ حلقية دوروية على Ola]‏ 
بواسطة Qt,‏ وأن هذه الحلقية مولدة بالعنصر V ad ev OM ١,‏ إن مرتبة V‏ هي 1 + × 
لآن 0 ع ۷+ ,—€ باع )909 A OY. (FD?‏ کے سارو وغ صقر Yi‏ 
ترسل vi‏ إلى الصفر إذا كانت درجتها fal‏ من درجة 1 + . 

لیکن V,‏ فضاء متجها بعده 2 على sO‏ وأساسه ۷3 ,٫ر۷)‏ » وليكن A,‏ هو التحويل 
الخطي ل ر۷ الذي مصفوفته بالنسبة إلى هذا الأساس هي 

ha 

A(v,) 22v, * v, 9 O,(V,) = 2v. < Q2]‏ 9 اضح QV.) » V, ol‏ مستقلان 
خطيا على Q‏ وبالتالي فإنهما يولدان ر۷ ؛ ]03 V,‏ حلقية دوروية على K[x]‏ بواسطة 
ر مولدة بالعنصر ov,‏ نلاحظ أن (a, - 2D(v)) = v,‏ و 0 = (a, - 21)(v,)‏ 
(x - 27v, = 0513 UJ;‏ . إذن mina,‏ يقسم ?2 - (x‏ وبا أن 20 21 - a‏ 
فإنه ينتج أن )2 - «min a, = (x‏ وبالتالي فإن !)2 - (x‏ هى مرتبة LV,‏ 

(oM‏ ليكنر۷ € V = V,‏ . نستطيع أن ننظر إلى ۷ على أنه فضاء أساسه 


LER JU a= a, © a, SI .{v,, v v3}‏ هذا OU eI‏ مصفوفة 0 هي 


التحويلات الخطية: المصفوفات والأشكال القانونية YYo‏ 


So C 
— u بح‎ 
L3 C © 





الآنء إذا نظرنا إلى V‏ على Uil‏ حلقية على Q[x]‏ بواسطة » فإن V,‏ حلقية 
جزئية دوروية مرتبتها 1 + x‏ مولدة بالعنصر v,‏ وإن V.‏ حلقية جزئية دوروية مرتبتها 
(x — 2(/‏ مولدة بالعنصر Vy‏ نا أن 1 + OS gl (x-2Y gx‏ تسسا o NU UB‏ إلى 
AE (OYA)‏ أن ۷ دوروية من المرتبة 2(2 -1()8 + ) ومولدة بالعنص رثا = VS‏ ۷. 
يستطيع القارئ بسهولة إثبات أن ()02 Vil sv, a(v),‏ علاوة على ذلك بالاستناد 
إلى (OY -A)‏ فإن ۷ هي المجموع المباشر لحلقية جزئية دوروية مرتبتها 1 + × مولدة 
بالعنصر (x - 2)v‏ ومن حلقية جزئية أخرى مرتيتها )2 — (x‏ مولدة بالعنصر 
(x + Iv‏ واضح أن 2)/'v = (x— 2)'v = (à, = 2Iyv, = ov‏ - <) وان 
l), = CJ + V, = FF‏ + عن) = ا(1 (x+‏ وواضح أن 9v‏ مولد VJ uml‏ 
ويستطيع القارئ أن يرى بسهولة أن ب + ,3 يولد V,‏ - يجب أن يكون الوضع WIS‏ 
oV‏ ,۷ و ر۷ هما المركبتان الأوليتان VI‏ وبالتالى فإنهما وحيدتان» وذلك استنادا 
إلى .)١١-/(‏ إن فهما سليما لهذا JEL‏ البسيط سوف يكون مفيدا جدا للقارئ في 
لمر حلة القادمة . l‏ 


£ - المصفوفات الخاصة بالتحويلات الخطية الدوروية 


الآنء سوف نبين أنه يكن إعطاء مصفوفة التحويل الخطي الدوروي أشكالا 
بسيطة متنوعة وذلك عن طريق الاختيار الحكيم للأساس . 


)١١-١١(‏ مأخوذة 

لیکن :0 تحويلا خطيا ل ۷» وافرض أن » دوروي مرتبته f‏ . علاوة على ذلك › 
افرض أن }0{ 4 ۷. لتكن m = Of‏ درجة f‏ وليكن v‏ مولدا ل V‏ كحلقية على 
K[x]‏ بواسطة )0 . (Ae‏ إن العناصر Press o" (v)‏ کون اساسا a> pa. VJ‏ 
خاص إن Qf =dimV‏ . 


lt l 
op وبالتالى‎ f #1 فإن‎ «V 2 (0) ol واحدية. بما‎ f بالطبع» لقد فرضنا أن‎ 
Of zm» 


bus O o, Sd Ulam فستقلة‎ (V, OC), cy OP (y) Y أو للا نايت أن‎ 


0 
عتدكذء» إن‎ . bv زع‎ 80 + ..- 0 (v)- 0 بحيث‎ K عدا هدر فى‎ 
AD, POA عه‎ a FD, Fras 

f 03]‏ (أي مرتبة ۷) تقسم x‏ _,,ط + ... + bx‏ + رط ونلاحظ أن درجة كثيرة الحدود 

هذه هي أقل من أو تساوي 1 — m‏ ما أن 0 < Of =m‏ فإن كثيرة الحدود تلك هي كثيرة 
الحدود الصعرية. إذن 0 = _ b =. =b‏ 

الآنء سنثبت أن العناصر المعطاة تولد ۷ . volu .» > V S‏ يولد ۷ كحلقية 

على K[x]‏ فإنه يو جد K[x]‏ ع h‏ بحيث u = hv‏ . بالاستناد إلى خاصة القسمة الإقليدية. 


o! ciae Or < Of ع سیت‎ fq rosso à 





.u = hv = (fq + rv = qfv + rv = rv 
الشكل‎ LU roLi وبالتالى‎ em- | To أقل من أو‎ ٣ إندرجة‎ COMI 
OB ap FF OS الاي‎ QUU 


u=rv=arve+r ay)+..+7, a" I(y) 


وبالتالى فإن « تر کیب خطى من e L.L.V (v) movi‏ على à K‏ إن هدا ast‏ 
برهان المأخوذة . 


)11-14( نتيجة 
Loa ul In]‏ الفرضييات ا موجودة في OB ٠٠-1١١‏ مصفوفة 0 يالسية إلى 
yı‏ ساس cat i» Ov), ..., 077 Q3‏ 


التحويلات الخطية » المصغوفات والأشكال القانونية YYY‏ 


وص 6 = bd‏ 
يت 6 = © إن 





| ] ٠ 0 -a 
CI | | 
0 | 0 ~am-2 
0 M d = 


d الح‎ 4GX4.cba QUU 40" حب‎ 


وهكذا فعناصر JIC(f)‏ تقع أسفل القطر مباشرة تساوي 1 وعناصر العمود 
الأخير فى Cf)‏ معاملات ‏ بعد حذف ا معامل الأعلى وتغيير إشاراتها » وتساوى 
pols‏ (1)) المتبقية الصفر . 


ole Jl 
Ob i = 0, 1, .... m—1 لكل‎ v, = a (v) LS إذا‎ 
Q(v) = نول‎ + Lv, + Uv, t Ov, , 


O(v ) = نون‎ + Ov, + Tov eus OV 


ni- | 


Gr. JD o a FOS FEI SX. 
OV وذلك‎ av )-70«'(v)--av-a0(v)-..—a, ,Q"-'(v) الآن» إن‎ 
اذ‎ TCODUV) = 0 
Ov ub e 
un digi gh m d eg ANN NU علي‎ dun cae 
l . بالنسبة إلى أساس معطى - انظر )1( فى البند الأول من هذا الفصل‎ 


= — Pf E — — 
) Y odi V. ue 


m-l 


)١5-11(‏ تعريف 

إن الملصفوفة CC)‏ التى تعين بشكل وحيد بواسطة f‏ تسمى مى «المصموقة 

dott! معرفة فقط لكثيرات‎ C(f) أن‎ > Y). f ل‎ (companion matrix) «43 JI 
Cf الواحدية غير الثايتة‎ 


YY A‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


فى SILI‏ تكون فيها f‏ قوة عنصر أولى. فإنه يو te‏ اختيار آخر للأساس 
بحيث يعطينا مصفوفة مختلفة AJ‏ ويعتبر هذا الااختيار Lage‏ سوف تناقش ha‏ مادا 
يحدث عندما 45 0 درحة العتصير الأولى تساوى | Stow L LIL gs‏ هذافى 
اللات بس الضجة الان ۰ ۰ 


V)‏ 1-3( مأخوذة 
إن العناصر الأولية فى S C[x]‏ بالضبط كثيرات ا حدود التى تساوى درجتها 1. 


ola JI 

لتكن p‏ كثيرة حدود أولية فى [×]) . عندئذ» بالاستناد إلى التعريف pole‏ 
لسع قاتا il‏ فلن 1 2 cod € Cie 03] . Ap)‏ وهو جثر pJ‏ بسب 
الخواص المشهورة لحقل الأعداد المركبة (المبرهنة الأساسية فى الجبر). إذن بالاستناد 
إلى ( )٠١-‏ فإن ما(ه -) . با أن م أولية (وبالتالى غير قابلة للتحليل) فإنه يجب أن 
poss.‏ - ۾ - ×» وبالتالي فإن درجة رهي 1 . j^‏ الناحية الأخرى» إن العكس 
ad‏ 


من الممكن أن نستخدم هنا أي حقل مغلق جبريا بدلا من ). نقول إن الحقل K‏ 
مغلق جبريا (algebraically closed)‏ إذا كان يو جد jJ‏ في لكل كثيرة حدود 
ge‏ أكبر من أو تساوي 1 فى K[x]‏ 


(4-99١)مأخوذة‏ 
لیکن a‏ نحويلا خطيا دورويا ل V‏ مرتيته A)"‏ -2) حيث كل at» 0 gle‏ ليكنق 
«مولدال V‏ احا كحلقية على Aie . Q 4E sl o K[x]‏ إن 


tv, (a — Al)(v), ..., (a — FP} 
: أساس ل ۷. وتكون مصفوفة :0 بالنسبة إلى هذا الأساس هى‎ 


التحويلات الخطية» المصفوفات والأشكال القانونية YY4‏ 


a 
- 


0 a g 0 
[I ¥ w 8 





] لم‎ es 0 O0 

J (A, n) = (me i ع م‎ m 
0.0 0 A 0 
0 0 0 1] A 


حيث JOA, n)‏ مصفوفة من النوع 7:7 بحيث عناصرها القطرية تساوي ۸ وعناصرها 
التي تقع أسفل القطر مباشرة هي 1 وعناصرها الأخرى تساوي 0. 


الرهان 

سبق أن علمنا من )١1١-1١١(‏ أنه = dimV‏ ؛ إذن يكفي إثبات أن 
(v, (a — ADC), ..., (a — AD" !(v))‏ مستقلة خطيا على LK‏ نفرض النقيض و 
العناصر Cee by, bb EK‏ يكوت آجدها e‏ الأقل مختلفا عن الضصفر 


— 





by + b(a- AD(v) +... + b, (a- AD" (v) 20 
حيث‎ gv = عندئذء إن0‎ .5 40,0 = ... - ,0c rU 
X falas oY إن 20 ع‎ «US درق = ع علاوة على‎ b(x — A) +...  b(x— AY 
dg =۲ > ولكن‎ . )*+-2(" 
AV, (a — AD), «ey (X —AD"*- "(2 O3] . esl غلى‎ ham وبالتالى فإننا‎ . ۸ 
إن‎ ie .j = 1... حم‎ 1 AS v= (a — AD/ (v) لیکن‎ 
Osj<n-1 لکل‎ av) = (a— AD(v) 1 Av, الات‎ + Àv, 





فى ع هو #0 .b‏ يما أن مر تبة نا هی ۸(۸ — g ov «(x‏ 


ola 


Av, ) 2 (@- AD(v, ) + àv, , = (a- AD"(v) + Av, = Av 


n- | n— | 


وهكذاء فال : 


ل تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


Q(v,) = Av, + 1 


| 
av.) = Av, + V, 

Oy. «= AW EV 
ay = E KY us 


وبالتالى فإن مصفوفة © بالنسبة إلى ر _, uu‏ )هى المضفوفة المكتوية أغلاه . 


)180-31( تعريف 
تسم ى كل مصفوفة من الشكل J(À, n)‏ «مصفوفة جوردانية ايتدائية من النوع 
«(elementary Jordan A-matrix) (A‏ وأحيانا ; نسمى امصمو فه جوردانية MAGIA)‏ 
إن J(A, n)‏ هى المصفوفة ا جوردانية الابتدائية المصاحبة لكثيرة ا حدود (x — m‏ 


um E - 
i NU ás |J قي‎ oni 


(YA7 3)‏ مبرهنة 
edito VJ Las Sb.) |‏ يود tuo V Jv, lel‏ 
M(a, v) = C(d) © ... © C(d)‏ 

'حيث Cd)‏ هي ا مصفوفة الرفيقة لكثيرة حدود واحدية غير ثابتة d‏ وحيث 
وك | | dj‏ . ۰ 

إن كثيرات ا حدود الواحدية ا مذكورة أعلاه معينة بشكل وحيد بواسطة Q‏ . 

5 )605 توجد القطاعات ) C(d ), .... C(d‏ فى المصموفة Ma, v)‏ بشكل 
ملاسا di‏ . إن النص المتعلق بال و حدانية» ينس د VI lolol oL$ BI L‏ 
a, u) = C(g)) 8... © C(g ) cu‏ )شالع حيث  g‏ .,... , و AS‏ ات so‏ 2 واحديا 
غير ثابتة بحيث ,8 | ٠٠١‏ | چ ء فإن 8 = ٣و =g,‏ 4 لكل 5 ....1 i=‏ لاحظ أنه بالرغم 


التحويلات الخطية» المصفوفات والأشكال القاتونة Yt!‏ 


من أننا ندعي أن شكل ا مصفوفة وحيد» فإننا لا ندعي أنه يوجد أساس وحيد ل ۷ 
بحيث تكون ا مصفوفة بالنسبة له من ذلك الشكل . 
ابرهان 

بالاستناد إلى »)۷-۱١(‏ فإن a © ... © a‏ = » حيث ,0 نحويل خطي دوروي 
مرتبته 4 مؤثر في فضاء جزئي V,‏ من V‏ و di | |ds‏ . عندئذ فإن 
a; = aly, WVV Oan SY.‏ و بالاستناد إلى CO Y Y)‏ فإنه يوجد أساس 


v?‏ ل V,‏ بحيث C(d) e M(at, v9) = C(d)‏ هي المصفوفة الرفيقة ل,4. بالاستناد 


s .‏ 
إلى c(CY- Y)‏ فإن مصفوفة © بالنسية إلى Ly‏ دن هي المجموع المطري 


rs] 

للمصغوفات v?)‏ ,)11ء وبصورة أخرى C(d,) © ... € C(d)‏ 

VoL «VJu لأساس آخر‎ 1)», u) = C(g) © ... © C(g) كان‎ I3] oY 
8ب © ,860 يشرق إلى الكل‎ U, إلى الشكل‎ YT Y) في‎ Gs Gee 
بالنسبة إلى‎ B, هي مصغوفة‎ C(g) وحيث‎ D; = حيث إن أنه‎ = BO... OB 
2 ذوروية مرتتتها‎ U أن‎ ad B cO 3 - Y D à ese آساس مناسب ل,7]: وإذا‎ 
دوروي‎ B مولدة بالعنصر الأول فى الأساس المتكلم عنه . إذن»‎ (K[x] (كحلقية على‎ 
وأن ,ع = ,4 لكل‎ r = s مباشرة) أن‎ (0-A) (أو من‎ (V - Y ع ويتتجح من‎ 8 , ALL مر‎ 
UE Ls 

كما شرحنا في مطلع هذا الفصل فإنه لكل مبرهنة متعلقة باختيار مصفوفات 
التحويلات الخطية توجد مبرهنة مكافئة متعلقة بتشابه المصفوفات . وفى حالة المبرهنة 
OT)‏ فإن المبرهنة المصاحبة هي التتيجة التالية . | 


dum we )۱۷-١١۹( 
مصفوفه‎ (K Je) تشابه‎ 4 JL K مصمو فة من النوع :7 »71 على‎ A إذا كانت‎ 
هي المصفوفة الرفيقة لكثيرة‎ C(d.) من النوع ۸ × ۸ حيث‎ C(d) ©... C(d.) وحيدة‎ 


A d, |---| d, وحيث‎ d aol غير‎ Gels حدود‎ 


تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


TEX 


(YA-1 4)‏ تعريف 


تسمى ا مصفوفة ا موصوفة فى (١١-١١)(المصقوفة‏ القانونية النسبية» 


)١ا/-١١( تسمى الملصفوفة ا موصوفة فى‎ . € (rational canonical matrix) 
. A J (rational canonical form) (الشكل القانوني النسبى»‎ 


ملاحظات 


نستخدم المصطلح «نسبي» للدلالةعلى شيء يعتمد فقط على «العمليات 
النسبية" التي تعني الجمع coo pall e‏ الطرح والقسمةء وبالتالي فإنه يكن إجراء 
هذه العمليات داخل أي حقل . 

في كل فصل من فصول تشابه المصفوفات من النوع ۸ nx‏ على Ao » K‏ 
بالضبط مصفوفة واحدة من الشكل Cd) © ... DCA)‏ - وتلك هى قوة 
المصطلح «الشكل القانوني». ومن أجل أن نقرر فيما إذا كانت مصفوفتان 
متشابهتين el‏ لاء فإننا ببساطة نحسب الشكلين القانونيين لهما ونقارنهما من 
زاوية المساواة والاختلاف . إذن» يوجد pU‏ واحد لواحد بين فصول التكافؤ 
للمصفوفات من النوع nx n‏ على K‏ بالنسبة إلى التشابه والمتتاليات do ..., d,‏ 
BS‏ من كيرفلت isl pb iple gdm‏ على Bid NK‏ 


Sõda (ii) a dll © 
i=| 


إذا مددنا فكرة التشابه إلى الخلقة End, V‏ عن طريق End V = M (K) ELJ‏ 
أو عن طريق مكافئ آخر حيث نقول ao]‏ يشابه a^‏ إذا كان يوجد PU‏ ذاتي 8 
VI‏ بحيث ca = 7١0:‏ فإننا نحصل على تصنيف مشابه لفصول تشابه 
End, V‏ 


COMI‏ سنحصل على الشكل القانوني النسبي الأولي من تفريق الحلقية إلى 


— 1 


مجموع مباشر لحلقيات دوروية أولية . 


التحويلات التطيةء المصقوفات والأشكال القانونية yer‏ 


)14-14( مبرهنة 

لیکن 0 bf‏ خطيا ل ۷. عندئذ » يوجد اساس V Jv‏ بحيث 

M(a, v) = C(g ( © ... € Ce) 

حيث كل ,8 فوة )0 > qi (s;‏ لكثيرة حدود أولية واحديه ,. 

إن القوى ع ,... , 8 المكتوبة أعلاه معينة بشكل وحيد بواسطة :0 وذلك تحت 
سقف الترتيب الذي تظهر به تلك القوى . 

في حالة المصفوفات » يكون النص المقابل هو المبرهنة التالية . 
Am we (YAA)‏ 

L5]‏ كانت A‏ مصفوفة من النوع A Ol K, len xn‏ تشابه (على K‏ ) مصموفة 
من النوع n × n‏ ومن الشكل C(g,) © ... © C(g)‏ حيث كل ,ع قوة )0 < qj (s;‏ 
لكثيرة حدود أولية واحدية ,4 . إن هذه ا مصفوفة معينة بشكل وحيد حت سقف ترتيب 


القطاعات (8)) على القطر . 


إثبات المبرهنة )3 14-3( 

(A- Y بالاستناذ إلى‎ .)١5-1١( هذا البرهان بنفس الطريقة المنبعة فى‎ pd 
دوروي مرتبته قوة غير تافهة‎ daz حيث كل ,0 هو نحويل‎ » = a © ... © a ob 
. لكثيرة حدود أولية واحدية› وبعد ذلك نتبع الطريقة السابقة‎ 

إذا بدلنا عناصر الأساس ۷ فى (OY)‏ فإننا نستطيع أن نرتب الأمور بحيث 
نجمع على القطر معا المصفوفات الرفيقة المقابلة للقوى ي التي هي قوى لنفس كثيرة 
الحدود الأولية cq‏ ثم نرتب هذه المصفوفات وفقا لتزايد5 (وبالتالي وفقا لتزايد السعة) . 
ولكن بوجه عام لا توجد طريقة لتحديد الترتيب الذي تظهر به القطاعات المجمعة 
المقابلة لكثير ات حدود أولية مختلفة . 


(51-15) تعريف 
إذا رتبنا القطاعات القطرية فى مصفوفة »)۱۹-١١(‏ كما وصفنا أعلاه» فإننا 
58 تلك الصف فة «مصفوفة نسبية (primary rational matrix) el‏ ل 0 . وإذا 


y‏ تطبيقات على الز مر والمصفوفقات 


رتبنا القطاعات القطرية فى مصفوفة (Y Y)‏ بشكل مشابه» فإننا نسمى تلك 
d paal]‏ رشکلا قان Li‏ = أوليا» LJLe " A J(primary rational canonical form)‏ 
ما نسمى قوى العناصر i 9 yl‏ المستخدمة «القواسم (elementary divisors) «&slAz yl‏ 
aJ‏ (أول CA‏ إذن» القواسم الابتدائية OS‏ هى اللامتغيرات الأولية للحلقية ا لمصاحبة 
ل :0 على Ka]‏ وينتج من ا مبرهنات ا مذكورة أعلاه» أن مصفوفتين من النوع nxn‏ 
على K‏ (أو تحويلين خطيين ل (V‏ تتشابهان» إذا وفقط إذا كان لهما نفس مجموعة 
القواسم الابتدائية . 

أخيراء نصل إلى الشكل القانوني الجوردانى . إن هذا ليس شكلا نسبياء لأن 
وجوده يعتمد على القدرة على حل معادلات کثیرات اخحدود» وبوجه عام» لا کن 
حل هذه المعادللات عن طريق العمليات النسبية . من ناحية أخرى» يكن دائما حل 


dia pa (Y Y-A À) 

ليكن :0 نحويلا خطيا لفضاء V‏ بعده len‏ حقل الأعداد المركبة ). عندئذ» 
يوج د أساس Lou V Jv,‏ 

M(a, v) = J(A,, n) © ... 9 J(A , n) 

(x - Aj) (nj < 0) Sol مصفوفة جوردان الابتدائية لقوة عنص‎ UL, n) [5 حيث‎ 

إذا كانت مصفوفة » بالنسبة إلى أساس مال V‏ هي ا مجموع القطري Dl pial‏ 
جوردانية ابتدائية » فإن هذه ا مصفوفات هى المصفوفات ا مذكورة أعلاه مأخوذة بترتيب 
ما. 


البرهان 
slaw UG‏ إلى a= C, Q..6aob C. CA- Y Y)‏ حيث كل PT a,‏ 
دوروى VS clad‏ من V‏ ومرتبة :0 قوة (0 > 25S qz (n;‏ 93-8 2 أولة واحدية 


التحويلات الخطية » المصفوفات والأشكال القانونية Yo‏ 


X - À تكون من الشكل‎ q تخبرنا أن ,4 خطية» وبالتالى فإن‎ (Y - Y المأخوذة‎ Ob 
uu Vi SV يوجد أساس‎ sp )15-11( بالاستناد إلى‎ . 2,2 CU Lad 


Ma v9) = JA, n)‏ وبالتالى فإنه إذا كان Jv‏ | = ۷ء op‏ (۲-۱۱) تعطينا 


[=| 

Ma, v) =J(A,, n) ©... OMA, n)‏ لاحظ أن تفريق ۷ المستخدم هناء هو نفس 
التفريق الذى يعطينا مصفوفة 0 النسبية الأولية ؛ ونحصل على المصفوفة الحالية عن 
طريق اختيار أساسات مختلفة فى VOLS yo‏ 

إن برهان النص المتعلق Lili» JL‏ يتم بالطريقة المعتادة. إذا كانت M(O, u)‏ 
مجموعا قطريا لمصفوفات جوردانية ابتدائية بالنسبة إلى أساس cu ls‏ فإن 0 يتفرق 
كمجموع مباشر لتحويلات خطية دوروية مراتبها قوى عناصر أولية» وهذه القوى 
تصاحب هذه المصفوفات الجوردانية . عندئذ» ينتج من )۸-١١(‏ أن مجموعة قوى 
العناصر الأولية ا مذكورة هى نفس المجموعة الموجودة مع التفريق الأصلي. وهذا هو 
PER‏ 

كما هو معتاد» فإن هناك نتيجة مشابهة تتعلق بالمصفوفات . 


Ad ma (YYA A) 
4 pial مجموعا قطريا‎ )) le) «USC كل 434222 من النوع :7 »1 على‎ 
عند الضرورة» فإننا نستطيع أن نرتب‎ )۲۲-١٠١( عناصر الأساس ۷ فى‎ Ca, إذا‎ 
ثم نرتبها على‎ (AS المقايلة لقيمة معطاة‎ J(A, I) معا القطاعات‎ aot الأمور بحيث‎ 
هى قيم ۸ المختلفة الموجودة فإن‎ Hs ..., القطر وفقا لتزايد السعة . إذن» إذا كانت ,ام‎ 
MOG, v) = J Bs J 


gu ما أن‎ . 3 1 >... Mis. 3 J; = Jm. ni) see e J(u;. "nj s. CL 


) غير مرتب» فإنه لا توجد طريقة طبيعية لتحديد الترتيب الذي تظهر به المصفوفات 


YE‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


J,‏ إن المصفوفات ,ل تقابل تفريق V‏ كحلقية على KD]‏ إلى مركباتها الأولية» ويقابل 
التفريق الإضافي للمصفوفات,/ تفريق كل مركبة أولية ل۷ إلى مجموع مباشر لحلقيات 


جزئية دوروية أولية . 


(Yí£-iY)‏ تعاريف 
المصفوفة ا جوردانية من النوع (Jordan A-matrix) À‏ مجموع قطري لصفو فات 
جو ردانية ابتدائية من النوع ۸ لقيمة واحدة ل ۸» مرتب وفقا لتزايد السعة . و المصفوفة 
(Jordan matrix) iola y Al‏ مجموع قطري لمصفوفات جوردانية من £7 Gus A‏ 
تكون قيم ۸ مختلفة . بالاستناد إلى YY)‏ فإنه يكن تمثيل كل تحويل حطى :0 
لفضاء متجه دی بعد منته 0 > len‏ _ابالتسية الى guar penali poll‏ 43 جو ردانية . 
إن مثل هذه الصف ر فة تسمى مصفوفة قانونية جوردانية (Jordan canonical matrix)‏ 
a J‏ . تسمى كل مصفوفة جوردانية مشابهة لمصفوفة معطاة A‏ من النوع ۸ “ا 71 على C‏ 
شکلا قانونيا جوردانيا Jordan canonical form)‏ (وللايجاز =S‏ 70[7) ل A‏ 
وكما سبق أن شرحناء فإن 4تعين هذا الشكل القانونى بشكل وحيد تحت سقف الترتيب 


الذي تظهر به القطاعات ا حوردانية من النوع A‏ على القطر . 





ملاحظات 

Y‏ - بالرغم من أننا قد طورنا نظرية الأشكال القانونية الجوردانية على C‏ فإن نفس 
النتائح تتحقق على أي حقل Glas‏ جبريا . 

Y‏ - إن النتائج التي حصلنا عليها حتى الآن نتائج غير إنشائية لأنها لا تعطينا أية فكرة 
عن الطريقة العملية OLS‏ الأشكال القانونية لمصفوفة معطاةء أو لتحويل خطى 
معطى . سوف نعود لمناقشة هذه المسألة في الفصل التالى حيث نكمل هذا 
„gail‏ 


5- كثيرات الخدود الأصغرية ON Sy‏ الخدود المميزة 
سبق أن ذكرنا بتعريف كثيرة الحدود الأصغرية لتحويل خخطى فى البند الثالث . 
وبطريقة مشابهة » يمكن تعريف كثيرة الحدود الأصغرية لمصفوفة ؛ إذا كان ين تحويلا 


التحويلات الخطية» المصقوفات والأشكال القانونية TEY‏ 


VILLI vols, (VJ Lbs‏ وكانت 4 = Ao . M(a, V)‏ و4 لهما نفس كثيرة 
الحدود الأصغرية لأنه eg e KIX] GY‏ فإن (A) = M(g(a). v)‏ . وهناك كثيرة 
حدود مهمة أخرى مصاحبة للمصفوفة المربعة» وهى كثيرة الحدود المميزة . 


(YO-A N)‏ تعريف 
إن iS‏ ة الحدود المميزة (characteristic polynomial)‏ لصفوفة مربعة A‏ على 
K‏ هى العنصر A)‏ — ,061:1 الذي ينتمى إلى [×]۸ ؟ ويرمز لها بالرمز ۸۸ء . 
۰ انك غير ت Bae lal) Sie ya GS‏ إذا ols‏ أساسا آخر VI‏ فإنه توجد 
مصقوقة ALG‏ للاتعكاس M (K)‏ € × بحيث OYI MCA, u) = X" AX‏ 
det(xl, — X AX) = det(X '(x1, — A)X)‏ 
det(X)' det(x1, — A) detX‏ = 
det(x1, — A) = chA‏ = 
cg los‏ إن المضفوفات التى تمثل نفس التحويل الخطى 0 بالنسبة إلى أساسات 
diets‏ کک so tiga‏ للفو Add‏ نعرف كثيرة الحدود هذه على أنها كثيرة 


الحدود ch 3 xad‏ ل0 . 
OU‏ سنبحث كيف تدخل كثيرة الحدود الأصغرية وكثيرة الحدود المميزة بشكل 


(YA- 3 9)‏ مأخوذة 
ليكن 0 تحويلا حطيا د ۷» ولتكن ) Cd.) © ... © C(d‏ ال مصفوفة القانونية 


cha=d,...d (i) j mina-d Û) 


البرهان 
(i)‏ إن أكثرها يناسنا عنا هو أن تفكر بلغة الحلقيات. V-V,6..6V LJ‏ 
كحلقية على K[x]‏ حيث ,۷ دوروية مرتبتها ,4 . با أن ,ك | od;‏ فإن )0( = dV,‏ 


TEA‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


لكل JUJU S 1 siss‏ فإن )0( = g | 4, sd(a) 2003] .dV‏ حيث 
Lagi 2 0 0L3 «5 M alag = mina‏ فان 
(QV, = eV.‏ (0) . إذن d, |g‏ . إذن Ul Ley cd, ~g‏ كلامن g sd,‏ 
واحدية فإنه ينتج d = gol‏ 

. »11 00 = chA عندئذ» من التعريف ينتج أن‎ .۸ = C(d) © ... OC) لتكن‎ (i) 
A Smite) By AS (xl, - ©) ) D + 55 C(d, ) oNI 
وبالتالى فإن‎ e(d درجة‎ 

ch A = det (xl, = A) = نهل‎ (xl, -©)4,([ ... det (x1, = C(4, ) 

- chC(d,) ... chC(d, ) 


إذا كان x" +x‏ يه + ... + دج + ىن ع قان 


x O © g ac a 
2] xx D = i a, 
| 0 = x 9 : ^ 
det (xl, - C(d)) = det|. y = 9 | 7 
0 x ع4‎ 
0 0 —| (x tà, 4) 





xA ob r = 1 إذاكان‎ .chC(d) 2 dol لشت‎ + Je نستخدم الاستقراء الرياضى‎ 


المكتوب eel‏ يساوي ,© + × كما هو منصوص . إذا كان 1 > or‏ فإننا نفك المحدد عن 


طريق الصف الأعلى ونحصل على : 


HAK. FO RF" +x)=‏ وجا كله 


xch Cla, xaT a x? 


. كما هو منصوص‎ cha = chA = chC(d) ... chC(d ) > d, ... d إدن نحصل على‎ 


ax) اود‎ 


التحويلات الخطية» المصفوفات والأشكال القانونية TE‏ 


(Y V- VY)‏ مأخوذة 
لیکن V‏ فضاء poets‏ على -)وليكن Lbs 5b 4 a‏ ل . J, ® ... OI, SI‏ 
مصفوفة قانونية جوردانية GU‏ حيث 
J; 2 J(Aj, ® -- © JA; n; s; )‏ 
Seo SN; , »‏ وراك > Ny‏ وجميع العناصر À,‏ مختلفة . عندئد» إن 


s.m; = 2n, حیث‎ cha = (x ار‎ m im (x — Ay zr (1) 
j 


ming -(x—-A,) * --(x-A,)** (ii) 
o Jl 
بالاستناد إلى الحجة المعطاة أعلاهء فإن‎ 53] .8 = J, © ... 9 J, لتكن‎ (i) 


OVI. cha 2 chB = [Ie /(4.. ni) 


hd 
X—À 0 0 
—| re A 0 0 
( —] *—-A 0 i 
chJ (A,r) = det| . | i | | = (x-ay 
() r= 0 
0 0 —] x-A 


وبالتالى» فإننا نحصل على النتيجة المطلوية . 

Gii)‏ كماقلنافى السابق؛ إن كثيرات الحدود (x — A)‏ هى اللامتغيرات الأولية ل 
Agde y‏ سال K[x]‏ مصاحبة aJ‏ . بالاستناد إلى min rop )11--١ ١(‏ ھی 
لامتغير الفتل الأعلى VI‏ ونحصل عليه كما يلى : لكل كثيرة حدود أولية 
نختار القوة العليا التي تظهر باعتبارها لامتغيرا أوليا ثم نكون حاصل ضرب 
هذه القوى لنحصل على المطلوب . (لقد استخدمت طريقة مشابهة فى المثال 
المحلول في نهاية البند الثالث من الفصل العاشر) . 


Yor‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


co»]‏ إن القوة الكلية التي تظهر بها (x— A)‏ في » 1ء تعطي سعة القطاع الجوردانى 
الكلي من النوع ۸ في مصفوفة جوردانية ل ©. وإن القوة التي تظهر بها À)‏ - *) فى 
min 0‏ تعطي سعة أكبر مصفوفة ابتدائية في القطاع الجورداني من النوع .2 . 


(Y A— Y)‏ نتيجة 

لكل حويل خطي 0 ولكل مصفوفة مربعة min alch a ob «A‏ وإن 
min A|ch A‏ . 

اف Ans ole‏ مات الماح 35 )1-33( وهي مبرهنة كيلى - هاملتون 
المشهورة بالنص التالى : كل مصفوفة تحقق كثيرة الحدود المميزة لها . 


(Y&—3*)‏ نتيجة 
لكل تحويل خطي » فإن min a‏ و :0 ch‏ يكون لهما نفس مجموعة العوامل غير 
القابلة للتحليل . 


البرهان 

عا أن » ob min a]ch‏ كل عامل غير قابل للتحليل ل 0 min‏ عامل غير قابل 
للتحليل chat‏ من الناحية اللأخرى. إذا استخدمنا الترميز الموجود فى )١7-١١(‏ 
فإن chat d, ... d,‏ يقسم (d) = (min a)'‏ . إذن كل عامل غير قابل للتحليل cha)‏ 
عامل ل (min à)!‏ وبالتالى هو عامل » 1012 . 


(YAN)‏ نتيجة 
إذا كان » نحويلا خطيا Mie‏ با لمصفوفة ا جوردانية J‏ فإن العناصر القطرية فى ل 
هي بالضبط جدور 0 ch‏ | 
| إن هذه نتيجة مباشرة للمأخوذة )1 .CYV-Y‏ إن جذور » cach‏ «الجذور 
المميزة» أو «القيم الذاتية» OS‏ ؛ ولاشك أن القارئ لھا esa lll‏ من خلال قو azul‏ 
السابقة . 


التحويلات الخطية» المصفوفات والأشكال القانونية 50١‏ 


أمثلة محلولة 
١‏ - فى حالة المصفوفات من النوع 3 × 3 على حقل الأعداد المركبة» أثبت أنه يكن 
استنتاج الشكل JCF‏ فورا إذا عرفنا chA gminA‏ 
فى حالة المصفوفات من النوع 3 × 3. إن معرفة سعة كل قطاع من النوع 
A‏ وسعة القطاع الابتدائي الأكبر تكفي لتعيين الشكل JCF‏ وبالاستناد إلى نتيجة 
الملأخوذة Oo Y)‏ فإنه يكن استنتاج هذه المعلومات من 5chA‏ 1012/4 . 
نستطيع أن نحسب chA‏ مباشرة ثم نعين MINA‏ عن طريق اختبار كثيرات الحدود 
التى Git‏ ما يلى : 
(i)‏ تقسم SOA-YÜchA‏ 
(ii)‏ تقبل القسمة على العوامل الخطية المختلفة ل (Y S7 Y chA‏ 
لیکن chA = (x - AJ(x - ,()* - A)‏ نعتبر ثلاث إمكانيات مختلفة 
ونضع في قائمة الأشكال 7017 في كل حالة. 


الحالة الأولى: جميع القيم Ay Ay Ay‏ مختلفة . 





Ay 
min A =(x~A,) (x - A5) (x-44) — | 0 
0 
¿ha = (x — Ax - A) ob Uie A, #A, = A, الحالة الثانية:‎ 
: وتوجد إمكانيتان‎ 
min A =(x-A,) (x — A5) د 0 کے‎ (0) | 
0 0 A 
A, 0 0| 


min A =(x-A,) (x - A5 —— ا‎ )[ Ag Û 
v 1 Æ 


الحالة الثالثة: vile al, = A, = A,‏ فال .chA = (x — A)‏ - هله SIA‏ بو جل 
ثلاثة اختيارات iS‏ ل 1112/4 I$‏ اختيار يؤدي إلى شكل JCF‏ مختلف . 





A 0 0 
minA-x-A, —|0 A, 
| 13 O A, 
Aj 0 O0 
min A = (x - A) —|0 A, O0 
0 1 A, 
A, 0 0 
min A = (x - A, و‎ E. A, O 
للمصفوفة‎ JCF نحسب الشكل‎ OVI 
[D 2 OQ 


A -|-12 Q 
AAU, 


وذلك كمثال توضيحي . AÈ‏ بسهولة أن 


x 1 0 
chA =det |] x-2 0 | 
| 0 x-2 


=x (x— 2)? + (x-2) = (x -2)(x - 1)° 


ol)‏ محليل كثيرات الحدود المميزة إلى fol ge‏ ليس دائما بهذه السهولة) . إذن» إننا 
فى الخالة الثانية. عن طريق الحسات المباشرء 44 أن €0 )1 - LA‏ 4-2) 
وبالتالى فإن*(1 - minA = (x - 2)(x‏ . إذن الشكل JCF‏ هو 


2 0 
0 1 
0 | 


— o c 


: وافرض أن‎ (C مصفوفة مربعة على‎ A لتكن‎ - Y 

chA = (x + 1'(x + 2) (x - 2)!‏ وان ?2 - minA = (x + 1x + 2(x‏ 
اكتب جميع إمكانيات الأشكال JCF‏ للمصفوفة ۰۸ واكتب مع كل شكل بمكن 
الشكل القانوني النسبي » والشكل القانوني النسبي الأولى . UU)‏ ما تتكلم عن 
(الشكل١ JCF‏ لصفوفة بالرغم من أن هذا ليس صحيحا فعليا ؛ أى أن هذا الكلام 
یس ALES‏ 

في أثناء الحل» سنستخدم الحقيقتين التاليتين : OLG)‏ القوة التى تظهر 
بها (2 (x‏ في ch A‏ هي سعة القطاع من النوع 2 في الشكل JCF‏ للمصفوفة 
(ii) € A‏ إن القوة التي تظهر بها (x— A)‏ في minA‏ هي سعة أكبر قطاع ابتدائي 
مخ التوع gb À‏ الشكل JCF‏ 

إذن» في الشكل JCF‏ للمصفوفة المعطاة ۸ء تكون سعة القطاع الذي 
من النوع al‏ +4 »4 وهو يحتوي على فطاع جورداني ابتدائى سعته 3 3X‏ 
إذن» يجب أن يكون المجموع القطري لمصغوفة جوردانية ابتدائية سعتها 1 1X‏ 
ومصفوفة جوردانية ابتدائية سعتها 3 X‏ 3؛ أى يجب أن يكون 


-4 0 
]-1[© |] -I 
0 | 





«AU‏ إن القطاع الذي من النوع 2-هو ]2-[ © ]2-[ © [2-]. وسعة القطاع 


: إمكانيتان‎ 
2 0 ub p 
I2] |j 2 


نطبيقات على الزمر والمصفوفات 
0 2 
.| | 210 210 


وهذا يعطى إمكانيتين للشكل JCF‏ للمصفوفة (A‏ ونحصل عليهما عن 
طريق تكوين المجموع القطري للقطاع الذي من النوع 1- والقطاع الذي من 
النوع 2-. وقطاع من القطاعات التي من النوع 2. ونتجاهل الإمكانية التافهة 

ليكن V‏ فضاء متجهابعده 11 على © . نختار أساسا VI‏ وليكن 0 
تحويلا خطيا VI‏ بحيث تكون مصفوفته بالنسبة إلى هذا الأساس 4.. عندئذ 
[at‏ ۷ حلقية على K[x]‏ بواسطة © بالطريقة المعتادة . ويقابل كل قطاع جوردانی 
ابتدائي من النوع À‏ سعته rX r‏ مركبة أولية دوروية من النوع (x - A)‏ مرتبتها 
(x - AY‏ (فضاء جزئيا بعده ”) في تفريق ل ۷ كمجوع مباشر لحلقيات جزئية 
ذوروية أولية. OSS COS!‏ متخي ات VS aS NI‏ في oll‏ هي : 
Del‏ الآولى: x + 2, × + 2, (x—-2), (x-2)7}‏ ,2 + × ,13+ بر) ,1 + {x‏ 
أا الا 2,x-2,x-2, (x-2y)‏ قير 2 عدي سين 1(3 xl,‏ 
عندئذ» نحصل على لامتغيرات الفتل بنفس الطريقة المتبعة فى JEL‏ المحلول 
في نهاية البند الثالث من الفصل العاشر ؛ ونحصل على لامتغير الفتل الأعلى 
gles‏ لكل كثيرة حدود أولية (x — A)‏ نختار القوة العليا التى تظهر بها بمثابة 
لامتغير أولي» ثم نكون حاصل ضرب هذه القوى» وهلم جرا. إذنء تكون 
متتاليات لامتغيرات الفتل هى : 
rule‏ الأولى : x + 2, (x+ DG + 2)x - 2», (x + Da + 2)x-2y‏ 
PE OF + TOR 20x + 8 sl)‏ عد بون + 6856€—-6-— 3 (r42‏ 
I‏ الثائية: (x + 2)(x—2), (x + DG + 2)(x-2), (x 1 (x 2)(x -2y‏ 
71x 9x3 + 10: + 20x 8 I)‏ — قر + Q3 — 4, 9 4 x3 - Ax - 4, x5‏ 

إن الشكل القانوني النسبي الأولي» هو المجموع القطري للمصفوفات 
الرفيقة للامتغيرات الأولية (من مرتبة مناسبة)» والشكل القانوني النسبي هو 


التحويلات الخطيةء المصموفات والأشكال القانونية Yoo‏ 


المجموع القطري للمصفوفات الرفيقة للامتغيرات الفتل » وفي هذه ا حالة تكون 
المرتبة معينة بشكل وحيد . إذن» نحصل على الأشكال القانونية التالية : 
الخالةالأولى: إن JR‏ النسبى الأولى هو 






0 6 =i "m 
[-1]6 1 0 -3| e [2]e [-2] © e E 1 " 
pis 


وإن الشكل النسبى هو 





0 0 0 0 
0 000 | 8- 000 
01000| |4- 0 0 1 
| 2]9[ 
0 0 1 00 6 10 0 
0 1 0 0 0 ] 1 0 0 
UU Û Û 3‏ 
I‏ الثانية : نترك هذه الحالة كتمرين للقارئ . 
تمارين على الفصل الخادي عشر 


١‏ - أوجد مصفوفتين من النوع 4 ×4 على C‏ بحيث يكون لهما نفس كثيرة الحدود 
المميزة ونفس كثيرة الحدود الأصغرية ولكتهما غير متشابهتين . 

'- تشقن مموصشوقة على te‏ زتعن "راع عدم ch‏ 
و minA = (x + 1)(x-2)‏ اكتب جميع أشكال 207 الممكنة AJ‏ وفي كل 
حالة اكتب الشكل القانونى النسبى المقابل والشكل القانوني النسبي الأولي 
المقابل. إفعل تفس الشىء ل )2 + chA = (x + I)'(x- D)*x‏ 
و(2 + min A = (x + I(x- Dx‏ 

۴ - أوجد الأشكال القانونية المختلفة (C Je)‏ للمصفوفة 


lb piwably pe JE, de colis 





0 0 1 0 -1 2 
t€ ~j 8 -4 8| tü 
0 1 1 7 «2 8 

١ wm ep 8 200 0 

1 0 30 i$ 10 eg 

4 2 1 0|" 002 0 7 

|I 2 i 3 002 2 


s ail > V)‏ بالتاكيد حل )51 S dau Co)‏ الى سيق co, bol‏ ولاس 

آله يكن حل Ce)‏ ر( لأا فن اش Kino cci all U‏ 
لتكن A‏ مصفوفة من النوع ۲ × على K‏ ولتكن f = chA‏ أثبت أن f‏ واحدية 
وأن 4غ1('06-) = f(0)‏ . استنتج أن مصفوفة رفيقة Clg)‏ تكون قابلة للانعكاس 


إذا وفقط إذا كان .X[g‏ 


لتكن 4 مصفوفة مربعة على LC‏ أثبت أن A‏ تكون مشابهة لمصفوفة قطرية إذا 
وفقط إذا كانت لا توجد جذور مكررة ل min A‏ . 

ليكن V‏ فضاء متجها منتهي البعد على C‏ وليكن 0 تحويلا خطيا VI‏ وافرض 
أنه يوجذ 0< 3 بححيث 1 - 0# pl ee‏ التحويل eal. Vi ubi BA‏ 
أنه يوجد أساس ۷ VI‏ بحيث تكون MG, v)‏ قطرية (استخدم التمرين الخامس) . 

اكتب بالتفصيل جميع الأشكال القانونية النسبية الممكنة للمصفوفات من النوع 
2 وللمصفوفات من النوع 3 × 3 على الحقل ,2 . أثبت أن عدد فصول 
التشابه في ML)‏ هو 6. وأن عدد فصول التشابه في Mj.)‏ هو 14 ؛ 
وبالاستناد إلى ملاحظة الفصول التى تقابل المصفوفات القابلة للانعكاس. أثبت 
أن الزمرة GL (T)‏ المؤلفة من العناصر القابلة للانعكاس في MAL)‏ يكون 
لها ثلاثة فصول ترافق» وأنه يكون للزمرة GLL)‏ ستة فصول ترافق . افعل 
نفس الشيء للمصفوفات التي من النوع 2 × 2 على L,‏ 


Yo 


*A‏ — استخدم الأشكال as gui‏ النسبية ceu i de n = 2,3, 4 d td‏ فان 


التحويلات الخطية» المصفوفات والأشكال القانونية Yoy‏ 


عدد فصول التشابه M (L) F‏ هو p+ 2p?+ p + p*‏ ,آم + ثم + م ,“مر + مر و إن 
عدد فصول الترافق فى GL (Z.)‏ هو )1 - pp’ — 1), p(p!‏ ,1 - “م . p)‏ عدد 
أولى) . 

لتكن A‏ مصفوفة مربعة على ۸. أ: ست أن A‏ مشابهة لملصفوفة جوردانية على K‏ 
إذا وفقط إذا كانت جميع عوامل minA‏ غير القابلة للتحليل فى | K[x]‏ خطية . 
صف المصفوفات التى من النوع 2 2X‏ على € وتحتوي فصول تشابهها على 
عنصر واحد. عمم إجابتك . 

لیکن M (K)‏ ب BU 6 : End, V‏ الحلقات الذي نحصل عليه عن طريق 
اختيار أساس VIC‏ ثم بناء التقابل الموصوف في البند الثاني من الفصل 
السابع . أثبت أن التعريف التالى للتشابه في End, V‏ لا يعتمد على اختيار 9 

0) ( و‎ Oa) إذا وفقط إذا كانت‎ (similar) متشابهان‎ a, a’ € End,V 
مشا هتن : تحقق من الادعاءات الموجودة فى الملاحظة الثالثة التي تسبق المبرهنة‎ 
۰ ۰ .ةرشابم)١19-(‎ 

فى LZ p]‏ أثبت أن 1 - تمرح (x - D?‏ ليكن V‏ فضاء متجها منتهي البعد على 
cZ,‏ ولوك "rmm .& 2 Il 2 Bly VI Lb Hey a‏ 
ل V‏ بحيث تكون MCA, V)‏ مصفوفة جوردانية . اكتب جميع الإمكانيات لهذه 
ML dnas‏ ير و 

ماذا تستطيع أن تقول عندمايكون ۷ فضاء على .7 (معدد أولي في (Z‏ 
aresli‏ 

لیکن Wt a‏ خطيا VI‏ وانظر إلى V‏ كحلقية على K[x]‏ بواسطة 0 . افرض 





أن cha = pi! ... pë‏ حيث p(x)‏ = ,م كثيرات حدود أولية واحدية مختلفة 


فى .K[x]‏ لیکن lI»;‏ = بن . استخدم (م-١١)لعفيت‏ أنةإذا OLS‏ 


{Hl 
تولد ,۷ حيث‎ (q(aXv) : j = 1, ..., n) العناصر‎ OB VILL (v, iv.) 


V. = ker p.(a )" أيضا 4 أن‎ T: M |. P, أولة من النوع‎ 4S مر‎ Y. 


-1Y 


تطبيقات على الزمر والمصفوقات 
لتكن ۸ حلقة UU‏ رئيسة» وليكن p‏ عنصرا أوليافي ۸. لتكن M‏ حلقية فتل من 


AT 
۾ حسث‎ p" هی‎ XS حيث‎ > M= N Rx, على ۸ . افر ض أن‎ S oso pg e 
i=l 


4ك ...ك St,‏ ,4. علاوة على AUS‏ افرض أنه من المعلوم أن 14 دوروية . أثبت 
M = Rx ol‏ . 

لیکن » تحويلا خطيا VI‏ . آثبت أن © دوروي إذا وفقط ]13 كان © cha = min‏ 
في هذه ال حالة ‏ أثبت أن نتائج التمرينين ٠١‏ و VE‏ تعطينا طريقة لتعيين مولدات 
للمركبات الأولية فى (SLs (V‏ )]13 كان (K = C‏ تعطنا طريقة sles Y‏ 
أساس M(O, v) 3455 tase V Jv‏ مصفو فة جوردانية . 

طبق هذه الطريقة على التحويل الخطى ل C^‏ الذي تكون مصفوفته بالنسبة إلى 
«stad n‏ })0,0,0,1( ,)0,0,1,0( ,)0,1,0,0( ,(1,0,0,0)) هي 


4 8 8 8 
3 2 0 | 
A = 
0 02 0 
10 02 2 


وبالتالي أوجد مصفوفة × من النوع 4 ×4 قابلة للانعكاس على C‏ بحيث تكون 
X" AX‏ شكلا قانونيا جوردانيا للمصفوفة A‏ 


- 


—\0o 


GY gu‏ عر 


هدفنا فى هذا الفصل إعطاء طريقة عملية لمعالجة المسألتين المتكافئتين التاليتين : 
IRSE MEETS T T MES‏ قار جد الق قات Jal‏ ية اة 
الممكنة cat‏ وأوجد أساسات ل V‏ بحيث تعطى هذه المصفوفات القانونية . 
(il)‏ إذاكانت 4۸ مصموفه معطاة من النوع nx n‏ على ى فأو جد الأشكال القانونية 
المختلفة الممكنة ل te sly (A‏ مصفوفات X‏ قابلة للانعكاس من النوع n X n‏ 
على K‏ بحيث تأخذ X" AX‏ هذه الأشكال القانونية . 
تتحول المسألة (ii)‏ إلى المسألة (1) إذا قمنا بجا يلى : نأخذ فضاء متجها بعده n‏ 
على CK‏ ونفرض أن » هو التحويل الخطي ل۷ الذي تكون مصفوفته بالنسبة إلى 
أساس معين للا هى A‏ عندثذ» تكون المصفوفات الممكنة له » بالنسبة إلى الأساسات 
المختلفة cV‏ هي المصفوفات المشابهة ل 4 وذلك ما شرحناه تكرارا . 


4 — الصباغة الخحلقياتية 
نبدأ بدراسة JU‏ (1) للمصفوفة القانونية النسبية ذ» . إذا نظرنا إلى ۷ كحلقية 
على K[x]‏ براسطة Of‏ - كما هو معكاة.-:فإن ULM‏ تتجرل إلى مسألة آيجاد تفريق 
p‏ المتل) ۰ 
V=V © ... 7 )1(‏ 


0۹ 


TI‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


d, |--- |d; و‎ 4, € K[x] مرتبتها‎ &gU بحيث تكون كل ,۷ حلقية جزئية دوروية غير‎ VJ 
-١١( بالاستناد إلى النتيجة‎ .K[x] حلقية على‎ V, حيث نعتبر‎ V, وإيجاد مولد لكل‎ 
بالنسبة إلى هذا‎ © | y فإننا نستطيع تكوين أساس ,۷ بحيث تكون مصفوفة‎ ١ 
ثم نقوم بتجميع هذه الأساسات لنحصل على‎ cd, الأساس هي المصفوفة الرفيقة‎ 
VS ت‎ gla ol 

لكي نرى الكيفية التي نحصل بها على التفريق ed)‏ فإننا نتذكر الطريقة التى 
أثبتنا بها وجود مثل هذا التفريق في الفصلين السابع والثامن. وفى هذه المرحلة قد 
يستفيد القارئ من مراجعة JUN‏ الثالث المحلول فى نهاية الفصل العاشر . ليكن 
v = (v, ag Vey‏ اساسا sl aiS V‏ سیه uc.‏ هين آلو کد SVAN p vol‏ : 
على KD‏ لتكن F‏ حلقية خرة على f 50, fuu K[x]‏ (لاحظ أننا 
نتداول الآن نوعين من الأساسات - أساسات الفضاءات المتجهة وأساسات الحلقيات 
الحرة على CK[x]‏ . عندئذ. يوجد تشاكل حلقيات ۷ ج E:F‏ على K[x]‏ غامر ووحيد 
f, epee‏ إلى 37 لكل 5151 1. لیکن SS s «N = kere‏ اساسا د iS‏ 
على C K[x]‏ ولتكن A,‏ مصفوفة m‏ بالنسبة إلى f‏ . (نستخدم اللاحقة x‏ للتأكيد على أن 
عناصر ,4 هي كثيرات حدود في bes CKD]‏ نستبق الأمور قليلا بالجزم Ob‏ رتبة N‏ 
هي ۲. إن هذا يعني أن A‏ مصفوفة ما من EX Eg gll‏ بحيث تنتمى عناصر ,4 إلى K[x]‏ 
التي ليست حلقة تامة رئيسة فقط وإنما هي حلقة إقليدية كذلك. إذن» باستخدام 
العمليات الصفية الابتدائية والعمليات العمودية الابتدائية » نستطيع أن نختزل,4 إلى 
مصفوفة fal se‏ لامتغيرة )€ ,... diag(c,,‏ حيث K[x]‏ € © وحيث e |٠٠١ |e,‏ (انظر 
البند الخامس $ في الفصل السابع) و (Abe.‏ نستطيع أن نجد مصفوفتين × و ولا من النوع 
٤‏ × 1 قابلتين للانعكاس على K[x]‏ بحيث : 

XA Y = diag(c, ..., €) 





of 


ليكن [fis .... fi]‏ = */ أساس ۴ الذي مصفوفته بالنسبة إلى f‏ هي X‏ 
le fi. .... cf, ( Ob Bue‏ أساس -NJ‏ في الحقيقة» إنه أساس / الذي مصفوفته 


بالنسبة إلى 7 هي Y‏ (انظر البند الثالث في الفصل السابع) . إذن. FINO}‏ هي المجموع 


حساب الأشكال القانونية TAA‏ 


olse fi +N, us ر‎ tN للحلقيات الحزفة الدوروية الولدة بالعتاصر‎ ul 











FIN 
أن ۷ هي المجموع المباشر للحلقيات الجزئية الدوروية المولدة‎ a فإننا‎ c pu wes 
من الممكن‎ . ©, ..., C وأن مراتب هذه العناصر هي‎ Effi), .... 6)۲ ( بالعناصر‎ 
لبعض الحلقيات الموجودة فى البداية أن يساوي الصفر ؛ وبالتالى فإن الحلقيات المتبقية‎ 
. ۷1 تعطينا التفريق «اللامتغير الفتل» المطلوب‎ 
من أجل أن نحول هذا إلى برنامج عملي » فإنه يجب علينا أن نعرف كيف نجد‎ 


n À peas 4ال هن‎ e X هذه العداضرء وتعتمد‎ X فة‎ alli . fis عه‎ f, 
. التي هي نواةع‎ N إذنء لكي نبدأًء فإننا نحتاج إلى أن نجد أساسا ل‎ «f الى‎ JU 


Y‏ - نوأة ع 
Y Y)‏ 3( مأخوذة 
نستخدم الترميز ا موجود في البند السابق . A = (a, ) = M(Q, Ye‏ وضع 


/ 
اشاس‎ n = ut, POT n, فإل‎ é Aide E — l, Z. 585 MIS n; = xf; = Y ai f 
j=l 
.۴ إن رتية ۸ تساویى رتية‎ e خاص‎ e. NJ 


ole JI 


LOWE f - 3g (Xf; f €F pare أنشكل‎ Y E -5 
i=] 


٤ K[x]‏ )بع وأن E JU‏ فى مثل هذا العنصر يعطى بواسطة 


Dli sialla تطبيشات على الزمر‎ TAI 


&Xg (f) = Lg (Qx)v, = Xg(a)v.) 
N كل ,۸ ینتمی إلى‎ 603) .A = M(a, v) OY a(n) = alv) - إذن 0 = ,ا هن‎ 
هى الحلقية الجزئية‎ N* الآن» سنثبت أن ۸ يولد . من أجل ذلك نفرض أن‎ 


i : Ld 3 
عندئذ» إن‎ .N*= V K]x ish en plo VL المولدة‎ 


5 


N* CN Q) 
E 
o> 3e; f; هي مجموعة العناصر التي تنتمي إلى ۴ ومن الشكل‎ W لتكن‎ 
i=] 


n* + Ef, تتكون من جميع العناصر‎ F* 03] .F*¥ = N* + 187 Sg ميقع‎ K 
Ll ge F زمرة جزئية جمعية من‎ F* واضح أن‎ COM c, € K n* ع‎ N* حيث‎ 
ندعي أنها حلقية جزئية من‎ K مغلقة بالنسبة إلى الضرب بالسلميات التي تنتمي إلى‎ 
OP وبالتالی‎ ×, = n, + La, f إن‎ dead في‎ .۴ 
x(n* + Xcf)-(xn* + Lon) + Lac, y 
يستطيع القارئ بسهولة أن يستخدم الاستقراء‎ (dide .xF* c F* إذن‎ .F* يعس إلى‎ 
b +b x +... + bx eKooli 21,IS9xF* c F* الرياضي ليثبت أن‎ 
ol f e F* وكان‎ 
Bk be Ebay ع‎ + OOF) +. + OCF ert 
FR = فإن۴‎ f, ,..۔‎ f تحتوى على‎ F* حلقية جزئية . يما أن‎ F* ob وبالتالى‎ 
aliye F* ol Uc امعتياريلا کے ۷ تاقد‎ pet ee m ol 
إدن باستخدام )2( نحصل‎ .n* € N* عو‎ € Kialo polau = n*- Icf 
(V مستقلة خطيا فى‎ v, ولكن العناصر‎ . 0 = eu) = &n*) + Ec) = dev, على‎ 
. كما ادعينا‎ N= N* إذن‎ .u = n* € N* ob لکل >1 > 1ء وبالتالى»‎ », 003) 
ويمكن استنقاج‎ es alia n od قبت‎ od جب‎ cola JE es ol فى أجل‎ 
حلقية فتل » كما يمكن إثبات ذلك مباشرة كما‎ FIN ذلك من الحقيقة التى مفادها أن‎ 


يلى : افرض أن 0 = Eh (x)n,‏ عتدئذ» بالتعويض عن العناصر ,۸ نحصل على : 


0 = y hix) Z ee oa; A 
= Ah): DL (x) ر‎ 


PES )- A; hl iC of 


ما أن العناصر f,‏ مستقلة خطيا فإن كل معامل في هذه العلاقة يجب أن ينعدم . LOY!‏ 
JUS « pina‏ ۸ ست 458 0 درحة h,‏ أحظمية. de ode (SI‏ الا eae‏ هي 
1. إذن 0 < 1. وبالتالى فإن درجة xh Qo)‏ هي | + Jj! Y au; hj(x) i 50 lary ol‏ 
j‏ 
من أو تساوي 1. إذن» إن معامل f,‏ لا يكن أن يكون صفرا وهذا هو التناقض الذي 


(Y- MY)‏ نتيجة 
إن الصفو 43 PLE‏ 


EHA THa د مين‎ 


Cu um oe um 





7d Wy vt Eg 


البرهفان 
من التعريف نحصل على 


s NÉ. 1 -ayf,-e +X af — - dıl, 
نتيجة‎ (Y— Y) 


إن لامتغيرات الفتل ل V‏ هى العوامل اللامتغيرة غير الثايتة ل Xl, - A‏ 


TH‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


البرهان 
نحصل على هذه النتيجة بالاستناد إلى (CY VY)‏ وإلى الدراسة الموجودة فى 
TUN,‏ 


ur الشكل القانوني‎ v 
5D الآنء يوجد لدينا طريقة لإيجاد المصفوفة القانونية النسبية لتحويل خطي‎ 
ولكي نوضح الأمورء فإننا سنعطي مثالا عدديا.‎ CB pial الشكل القانوني النسبي‎ 
بحيث يحول هذا‎ VI ولکننا نلاحظ أولا مايلى: من أجل أن نحصل على أساس‎ 
X داخليا إلى الشكل القانوني» فإننا نحتاج فقط إلى معرفة المصفوفة‎ WSLS الأساس‎ 
(نستخدم ترميز البند الأول). إذن» عندما نختزل‎ Y ولا نحتاج إلى معرفة المصفوفة‎ 
فإننا نحتاج إلى تسجيل العمليات الصفية المستخدمة ليس إلاء ولا نحتاج‎ exl, - A 
إلى تدوين العمليات التى أجريت على الأعمدة . بالرغم من ذلك فإنناء في المثال‎ 
سوف نسجل العمليات الصفية والعمليات العمودية من أجل مساعدة القارئ‎ c التالي‎ 
اللسانات.‎ Gao le 


مثال محلول 
فک Melee a‏ الى app‏ زرا ر در i‏ ساي . لیکن :0 


2 0 0 0 
- 1 0 0 
A = 
0 -1 0 -1 
I = 13 


أوجد آساسا» VJ‏ بحيث تكون MCA, U)‏ المصفوفة القانونية النسبية AS‏ . أوجد مصفوفة 
T‏ من النوع 4 × 4 قابلة للانعكاس على Q‏ بحيث تكون T! AT‏ الشكل القانوني 
ctl‏ لان 


أولاء لتكن F‏ حلقية حرة على OL]‏ أساسها f = fu fy FF‏ وليكن ع 
تشاكل الحلقيات على Op]‏ الغامر الذي يرسل ,/ إلى ,۷ لكل 4 1S‏ > 1 . عندئذ. 
ATV) disons yb‏ فإنه یو جد أساس ker€=NI‏ بحيث تكون مصفوفته بالنسبة 


uf إلى‎ 


-1 -] -] x-2 


تكون الخطوة الأولى هي اختزال هذه المصفوفة على JOR]‏ مصفوفة عوامل 
لامتغيرة. سوف نستخدم الترميز المقدم فى البند الثامن من الفصل السابع للعمليات 
الصفية الابتدائية وللعمليات العمودية الابتدائية» وفي كل مرحلة من مراحل الاختزال 
سوف ندون متتالية العمليات التى تؤثر في تلك المرحلة . 

إن الاختزال يتم كما يلى : 


0 1 x 1] ^ 

-] -] -1 x-2 
R — R 0 0 0 
R, — (x -2)R, -(x-1(x-2) 0 0 
Ry + R l - 
C, - (x-1)c,} [0 6-2 -] x-2 





الآنء نجرى العمليات على المصفوفة الجزئية السفلى اليمنى التى من النوع 3x3‏ 
ولكننا نرقم صفوفها وأعمدتها كما في المصفوفة الأصلية »> ونحصل على : 


-(x-1(x-2) 0 0 


1 X | و‎ 
xu -] x-2 
R^ و“‎ Ra 1 X | 
R,*(x-1(x-2R5;|0 x(x-1(x-2) (x-1(x-2)| — 
R4, - (x -2)R; J {0  -1-2a(x-2) 0 





الآن» بحري العمليات على المصفوفة الحزئية المتبقية التي من النوع 2 X‏ 2 وذلك OL‏ 
ايا )2 - ×)(1- (x‏ 
ڪڪ 


C4- y i -D6x-2) 0 | 


-1x C, 0 (x -1) 
: نكمل كما يلى‎ O3] . بالرغم من أن هذه مصفوفة قطرية » إلا أن شرط القسمة غير متحقق‎ 
R +R 
ATE IT gel (ete 2) 
EE kaka 7 | —— 
j (x-1) 0 
Caco. 
— R,-(x - 1)R 
+ يا‎ UR, | 0 Ww wm 
-lx C4 


.diag(1, 1, (x— 1), (x - 1? (x - 2(( إلى‎ 1 , - A قد اختزلنا‎ oO SLB | JUJU 
ومن هنا نجد لامتغيرات الفتل ۷1 . وإذا طبقنا متتالية العمليات الصفية ومتتالية العمليات‎ 


حساب الأشكال القانونية 1۷ 


العمودية على ,1 على الترتيب» فإننا نحصل على مصفوفتين لو Y‏ من النوع 4 4x‏ 
قابلتين للانعكاس على OD]‏ بحيث 
X"'(x1l, -A)Y = diag(1, 1, x - 1, (x - 1912-90‏ 

إذا كان {fi 2, 75, fa]‏ هو أساس ۴ الذي تكون مصفوفته بالنسبة إلى f‏ هي 
Tfi. 2. (x Df. (c! (x - 2(۶ op X‏ يكون أساسا e NJ‏ أن FIN‏ 
هي المجموع المباشر لحلقية جزئية دوروية مرتبتها )1 - (X‏ مولدة بالعنصر F3 +N‏ 
وحلقية جزئية أخرى مرتبتها )2 -:):(1 — (x‏ مولدة بالعنصر +N‏ 4/ . 

Ob لامتغيرات الفتل ل ۴/۸ = ۷ وبالتالى‎ a x l, )*- 1(2:- 2) إن‎ c o3] 
POS المصفوفة القانونية النسبية‎ 


100 0 
"T G00 : 
cx-)ec(x-)«-2)-2. | م‎ _« 
001 4 


ونسمي هذه المصفوفة LR‏ حتى COV‏ لم نكن بحاجة إلى معرفة المصفوفة (X‏ ولكننا 
سنحتاج إلى حساب X‏ لإيجاد أساس VI‏ بحيث تكون مصفوفة © بالنسبة إلى هذا 
الأساس هي ۸. نذكر Ob‏ تطبيق متتالية العمليات الصفية المستخدمة أعلاه على ,| 
يعطينا (X^!‏ وبالتالي OB‏ تطبيق معكوسات هذه العمليات بالترتيب العكسي على ,| 
يعطينا X‏ (انظر المثال الثالث المحلول في نهاية الفصل العاشر). إذن» إن متتالية 
العمليات التى يجب أن نطبقها هى 
GR, R.—(x— Dix - ZR,‏ + عأ الح DK, R‏ حي + KR,‏ 
ل أي RER IHE VIC F IR‏ 


وبعد تطبيق هذه العمليات نحصل على 


YIA‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


x-2 -(x-1(x-2) -(x-2) -1 





إن العمودين الأخيرين في هذه المصفوفة يعطيان إحداثيات f3‏ وو بالنسبة إلى tf‏ 
وبالتالى op‏ 
f =-(x-2)fi+(x-1)f4‏ 
fa -—fitj4‏ 
V 03]‏ هي المجموع المباشر لحلقية جزئية ,۷ دوروية مرتبتها )1 - *) مولدة بالعنصر 
-(a - 2I (v) (a - I(v4)7 v2 - v;‏ = | 0 © وحلقية جزئية V,‏ دوروية 


مرتبتها )2 - (x — 1)'(x‏ مولدة بالعنصر EM. [fa] —W V4‏ ماد الي 
cC undi Y)‏ فإنهيوجد V, E‏ كمضاء a ee‏ یکول pet rm Anh‏ 
v, O(— v, t v), a(-v, + v)‏ * يت وبعد الحساب تحد أن هذا الأساس هو 
p d uy 2۷ [4 fe 4v. + 3v, 3 2v,‏ 

عندئذء ينتح من V‏ 11-1( أن مصفوفة OF‏ بالنسبة إلى 

u-(v-v,-v tv, -2v, + ¥,—v, + v, - 4v + 3yv, -2V,j 
. ۸ هى المصفوفة القانونية النسبية‎ CV J (الذى هو أساس‎ 

إن مصفوفة الأساس » بالنسبة إلى الأساس الأصلى ۷ هى 


«bp کچ‎ ml 

0 1 3 
T = 

E 4o 

1 1 0 





وبالتالى ROG‏ = 7'47 . ويمكن التحقق من ذلك بواسطة الحساب . (من أجل تجنب 
حساب T!‏ تحقق من أن 066120 وأن AT = TR‏ 


حساب الأشكال القانونية 14 T‏ 


£ الأشكال النسبية الأولية والأشكال القانونية الجوردانية 

الآن؛ وبعد أن خصلنا على أساس VI‏ بحيث تكون مصفوفة © بالنسبة إلى هذا 
الأساس قانونية نسبية» فإننا نستطيع بسهولة أن JÈ‏ أساسات بحيث تكون مصفو فة :0 
بالتسبة إلى هذه الأساسات قأنونية تسبية أولية أو جوردائية . وكما ذكرنا op LEAL‏ 
إيجاد مثل هذه الأساسات يتطلب تفريق V‏ إلى مجموع مباشر لحلقيات جزئية دوروية 
أولية » وبالاستناد إلى :)١١-/(‏ فإنه يمكن الحصول على مثل هذا التفريق فورا إذا 
U ee‏ عن (V‏ بطريقة ما» كمجموع مباشر OLA‏ جزئية دوروية . عندئذ بالاستناد 
إلى )$09 £72 CO‏ فإننا SG‏ كيف نختار أساسات فى المجمعات الدوروية 
الأرلية بحيث تحمل على متلق Ri pall JUS ME‏ فى كل حالة» يجب >علينا آن 
تقوم يتجميع الجمعات القابلة ol pat‏ معطىء ثم ترتبها وفقا لتزايد البعد؛ بحيث 
Lala;‏ التطاحاك القظرية dU‏ ثيب ol‏ علي القظر . 


Jis‏ محلول 

Scroll السابق: وأويعد‎ edt الحلول فى‎ SUM جوو فى‎ ls Eel 
RPM قانونية‎ 45 panas (1) LAT بالنسبة إلى هله‎ TR MEN - au V 
L5 SE شكلا‎ UAU 0 SS بحیت‎ W و‎ U مصفوفتين‎ de gl. مصفرقة جورذائية‎ (il) 
. A J U pl جوردائيا‎ URS W-'AW بیت تكون‎ AS U 4T سسا‎ 

لقد حصلنا سابقا على لامتغيرات الفتل VI‏ وهى D)‏ -*) و )2 - 1x‏ -:) . 
إن V, 6 V,‏ د 'احيتث pal TA c(x — 1) Ug ra 4) 5555 V,‏ ,۷ - ر۷ = W‏ 
وحيث ,لا دوروية مرتيتها )2- c(x— 1) (x‏ مولدة بالعنصر AULA NU um - + v,‏ 
إلى OMA)‏ فإن ,۷ هى المجموع المباشر لحلقية دوروية V,‏ مرتبتها c(x — D‏ مولدة 
بالعنصر )2 - (x‏ وحلقية دوروية Vi,‏ مرتبتها )2 — «(x‏ مولدة بالعنصر )1 - ×). 
إذنء إن اللامتغيرات الأولية VJ‏ هى )2 -*) , D?‏ , (1 -*) . إذنء Op‏ 


| )( 0 U 
0 0 -1 0 


- 
نم‎ C 


VV‏ تطبيقات على الزمر والمصفوفات 


هى مصفوفة قانونية نسبية أولية Oly AS‏ 





o 0 g 
I 0 Q 
$ zm 
| 1 0| 
002 
نلاحظ أنه يكن الحصول دائما على هذه المصفوفات‎ . 01345 p هى مصفوفة جوردانية‎ 


إذا عرفنا لامتغيرات الفتل ل ۷ . ونلاحظ أيضا أنه بالرغم من أن الشكل الجورداني 
القانوني غير متاح على Q‏ عادة فإنه متاح في هذه الحالة ON‏ كل لامتغير أولي يظهر 
كقوة لكثيرة حدود خطية . 

من أجل J saxi‏ على T giles‏ تكون مصعوفة (t‏ بالنسية edd‏ هذه 
NI‏ ساسات هة (x-2)u = 8-20 Hm Lbs «JUS oe‏ 9 
ol es € (x - 1)? = (a - Du)‏ عاتن oot Ef ee‏ 
su, -V,—V,— V,‏ تاج يتاع 3 لى )5 ca]‏ فإن 
يوا © OLS Sede olsVaV OV,‏ دوروية مراتيها 1052-9 oX- 1, (x-‏ 
مولدة بالعناصر JI, ue w, UU,‏ 5.5 بالا SUA‏ إلى eC ١ ١-5 Y)‏ فإن: 

{w, u, Ou), u, y - {v بو الات‎ V, V. Yu Vy Pg TV 34 NE 

plo إن مضفرفة هذا‎ OS بست يعطى مضفوفة قانونة نسبية أولية‎ VJ | Ll 
: هي‎ Y بالنسبة إلى‎ 


0 O O0 =] 

| | | | 
E = | 

-] -1 0 0 

1- 2- 1 ل 0 


StL,‏ فإن 7140 هی IS‏ القانوتى النسى الأول Keg P‏ أن تأكدمن ذلك 
pom‏ 


حساب الأشكال القانونية YVY‏ 


sh ,«)؛‎ u, (a — T) (u), uso :4)١5-1١١1(ىلإدانتسالاب‎ 


{V= v v v Vp v vs v + v7 v)‏ » أساس daw‏ مصفوفة جوردانية ل 
© . إن مصفوفة هذا الأساس بالنسبة إلى V‏ هى 


0 0 UU 

l | QO 
W = 

-] -1 |] 

0 -1 -l 





ويمكن للقارئ أن ashy‏ يسهولة من أن WIAW‏ هى المصفوفة الجوردانية ل. 


١‏ - لكل من المصفوفات التالية A‏ أوجد مصفوفات ALG‏ الانعكاس X‏ بحيث تأخذ 
X-AX‏ مختلف الأشكال القانونية ل 4.. (اعتبر أن الحقل هو C.‏ إذا كان ذلك 


ضروريا من أجل إيجاد الشكل (JCF‏ 


2 0 0 7 
00 1 D 4 2 
(+) 1 0 -I|(22«|3 -4 6|!) 
002 g~ | | 
0 1 1 2 3 3 
0 0 





: للمصقوفات التالية‎ JCF أوجد الشكل‎ — Y 





] -2 A ob od 
| -6 I XL. 
-* 0 5s 0 il" 
Jd Al B i 3 





Y‏ - أوجد الشكل القانونى النسبى» والشكل القانوني النسبي الأولي للمصفوفة 





على LT‏ وأثبت أن هذه المصفوفة غير متشابهة مع مصفوفة جوردانية على ,1 . 
- لتكن 4 و B‏ مصفوفتين من nxng gJ‏ على الحقل dee lize B sAal c. sl K‏ 
على K‏ إذا وفقط إذا كانت ۸ - xl,‏ و B‏ - ,21 متكافئتين على .K[x]‏ 

لتكن V‏ حلقية على K[x]‏ بواسطة التحويل الخطى » . بالاستناد إلى برهان 
(۲-۹) نقدم أدناه مخططا تمهيديا لطريقة يمكن استخدامها لتفريق V‏ كمجموع 
مباشر لحلقيات جزئية دوروية أولية» وبالتالي يكن استخدامها للحصول على 
الأشكال القانونية ل© . أكمل التفاصيل الناقصة فى كل خطوة ونحقق من صحة 
ال 


أوجد المركبات الأولية ل ۷ باستخدام طريقة التمرين الثالث عشر في 

Ld کون‎ SIU إلى‎ UJ as Ste هذا‎ dl. te اطادق‎ kaili 

asl V 

er | عنصر‎ p = p(x) pi حلقية فتل من النو‎ V افرض أن‎ LONI 

[x] كعلقية هلي‎ VIB pede gaza Al (v, v Scd . K[x] 

» p" i5 Mas .)۷ أساسال‎ SEL المثال» يكن أن‎ be id 
i Na 2n, , الع لترقيم بحيث يكون‎ ael . 

p^ إذا كانت درجة‎ ov, هى الحلقية الحزئية المولدة بالعنصر‎ V. = 
E LU : JR EN. ep $014 pe. 

dnd 17 أسباسن ف‎ V, = (1,0 (vi), ox dE (n) هي © فإل‎ 


Vi إلى‎ e تن‎ ly, ن المجموعة المولدة جميع العناصر‎ wee wee 


لكل ES‏ پنیا عدد صحيم tj V; € Vi c HH. Ü‏ 5 
احصل على العبارة plx)" vi = qi(x)vj‏ وذلك عن طريق كتابة 


Hn 


: . - n, E T st ! bà : ÉL 2E ue ! ! 
کان‎ lol ع وانه‎ pP lade. 3 ditio ei p Vi 


(1) 


+ 


(>) 


(5) 


YYY 


8 


YVY 4.3 UOI SIE Gola 


n; FE 5 er i to , m Mi 

IP فإنمرتية جي‎ Wi = | و‎ 4 =P ' 7 
m, Sn لاحظ أن‎ . Vj + K[x]y; = V © Klp 

4» 1 لكل‎ V + K[x|y; =V © K[xy;ol الآن» نستطيع أن نفرض‎ C9) 
n, 2 n حيث‎ p^ بحيث تكون مرتبه ,۷ هی‎ V, sons V ترقيم‎ Ael الآنء‎ 
V =ke 553 ع اع‎ 22 
إلى تفريق‎ V, © V, تابع هذه الطريقة خطوة خطوة لكي تمدد المجموع‎ 
. مباشر للا إلى مجمعات دوروية‎ 

X"'AX‏ في الشكل القانوني slay stl‏ حيث 


0 DO +=! 
Á 21 1 el 
1 d 2 


حاول أن تطبق هذه الطريقة على مصفوفات التمارين السابقة . 

لیکن » تشاكلا داخليا لفضاء متجه V‏ (ذي بعد مناسب على (C‏ بحيث تكون 
V)‏ ,)1 إحدى مصفوفات التمرير: الأول» حيث ۷ أساس VIL‏ صف 
جميع المتجهات #0 ۷ بحیث ۸۷ = av‏ لعنصر CU‏ © 2 . تسمى المتجهات 
التى من هذا النمط «متجهات 4513( aJ (eigenvectors)‏ . (إرشاد: يكن 
للقارئ أن يستعين بالمأخوذة (-/17 )) . 
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فيض الفروض 1A‏ ! 





قاسم 1۷ 
vti,‏ 
١4 all‏ 
مشترك أعظم ۸٤‏ 
قانون الاختصار Yo‏ 
متوازي الأضلاع "١‏ 
قطاع YY‏ 


Yorib aan 


كثيرة حدود ثابتة £4 





كثيرة حدود أصغرية 
لتحويل خطي ۲۲۲ 
لصعوفة YE)‏ 
TeV i‏ 
واحدية ۲۲۹ 





۲٠۷ il ul لامتغيرات‎ 


۳۹ 


كشاف الو ضوعات 


لحلقية 44 
جزئية 44 
لزمرة إبدالية ۲٠٠١‏ 
Yo JU‏ 
مولد نهائيا ٠١7‏ 


وحدانية التحليل W‏ 
التفريق ١74‏ 








يمثل الصفر 5١١‏ 


يولد بحرّية ۱۱۸ 


لحلقيات ٠١5‏ 
مرباع ٠١‏ 
مرباعان مترافقان ٠١‏ 
مرتبة daz yt‏ دوروي YY Y‏ 
حلقية دوروية ١10‏ 
nae‏ حلقية ١560‏ 
VARS ys‏ 
أولية \VA‏ 
a La‏ الأخعار AY‏ 
مصغر ١01١"‏ 
من النوع 1 VOY‏ 
مصمو Ob‏ متشابهة ٤‏ ۲۲ 
متكافئة 5 ١ ٤‏ 
مصفوفة جرئية VOY‏ 
جوردان القانونية YET‏ 
جوردانية VET‏ 
ابتدائية من النوع 2 Y£*‏ 
من النوع TAA A‏ 
YYV ais,‏ 
علاقات ۲۱۸ 
العوامل اللامتغيرة ٠١١‏ 
غير شاذة ۱۳۷ 
قابلة للانعكاس ۱۳۷ 
(£t 12156‏ 
قطرية 4 Y‏ 
itl.‏ لاه 
Yl.‏ 
الوحدة (محايدة) 3 
مولدات حرة ۱۱۸ 
Yo aa‏ 
جزئية VO‏ 


الد كتور يوسف بن عبد الله تركي الخميس 


العلوم. جامعة الملك سعود . حصل على 
درجة الدكتوراة في علم الرياضيات من جامعة 
ردخ ببريطانيا عام ۷ھ(۱۹۷۷م). عمل 
رئيسا لقسم الرياضيات ثم وكيلا لكلية 
الدراسات العليا وأعيرت خدماته بعد ذلك 
لوزارة المالية والاقتصاد الوطنى حيث تولى 
مسثولية نائب مدير عام مصلحة الإحصاءات 
o ala‏ كماعمل oa eae,‏ 
الإحصاءات العامه أثناء التعداد العام للسكان 
والمساكن c‏ وعمل مستشارا لمكتب الثربية 
العربي لدول الخليج . 

قام بنشر عدة أبحاث في نظرية الحلقات 
وفي نظرية المجموعات المشوشة . شارك في 
تأليف وترجمة عدة كتب ومراجع لمراحل 
دراسية مختلفة . اختير عضو هيئة تحرير 
ومحكما لعدة مجلات علميه متخصصة » كما 
عمل مديرا لتحرير مجلة الخليج العربي 
للبحوث العلمية لمدة ثلاث سنوات . 


أستاذ فى قسم الرياضيات بكلية 


الدكتور أحمد بن حميد أحمد شراري 


أستاذ مشارك في قسم الرياضيات بكلية 
العلوم > جامعة الملك سعود - حصل على 
درجة الدكتوراة في علم الرياضيات من جامعة 
الشرق الأوسط للتقنية في أنقرة بتركيا عام 
۲ه (TAA Y)‏ حيث عمل محاضرا. 
عمل في عدة لجان في القسم والكلية . 

قام بنشرعدة أبحاث في نظرية 
المجموعات المرتبة وفي نظرية الرسومات كما 
شارك في تأليف كتاب عن الرياضيات المتقطعة 
وترجمة بعض المراجع العلمية في علم 
الرياضيات . 


L=. toS ug M ا‎ 


rac حم‎ NP 


FA r EF 


E a mee oh 


Ws - 
uo eme اعوج‎ IRR LE Ra 
5 ا‎ m m 


و اعم بق “واي نقد oe‏ 









